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L’étude réalisée dans cette thése s’inscrit dans le domaine des mathématiques et dans celui
de la biologie. L’enjeu de ce travail de recherche est de répondre & des questions biologiques ac-
tuelles tout en satisfaisant les contraintes d’une thése en mathématique appliquée. Nous tentons
d’apporter dans cette thése une réflexion sur quelques problématiques de recherche dans ces deux
disciplines.

L’objectif est de modéliser la dynamique des populations d’un insecte ravageur de la vigne,
I’Eudémis de la vigne (Lobesia botrana). La biologie et les comportements de cet insecte sont
depuis longtemps étudiés a I'Institut National de la Recherche Agronomique (INRA), basé a
Villenave d’Ornon, afin d’élaborer des méthodes de lutte. Le nombre important de données
expérimentales accumulées depuis ces années de recherche sur cet insecte constitue un argument
pour apporter nos connaissances mathématiques a I’étude de ces populations. D’aprés Caselli et
al. (2005), la théorie générale de la dynamique des populations est apparue au XXéme siécle avec
les travaux de Lotka. En démographie, la dynamique d’une population est I’évolution par unité
de temps et d’espace de la taille de cette population. Le développement de cette population est
étroitement lié a ’environnement dans lequel elle évolue. Dans un environnement ou la quantité
de ressource alimentaire n’est pas limitée et o1 les conditions de vie sont prévisibles, la dynamique
temporelle de la population, qui est décrite par la courbe bleue de la figure 1, évolue vers un
seuil fixé par les conditions du milieu. Dans cette situation, la population adopte une stratégie
d’évolution de type K c’est a dire qu’elle produit peu de descendants et s'investit dans sa survie
jusqu’a I’age de la maturité. La courbe rouge représente la dynamique d’'une population au cours
du temps évoluant dans un environnement fluctuant. L’approvisionnement en ressources vitales
est, dans un milieu fluctuant, imprévisible et les risques de mortalité sont élevés. Dans ce cas,
la population suit une stratégie de type r, c’est a dire qu’elle produit beaucoup de descendants
dont les chances de survie jusqu’a la maturité sont faibles (Pianka, 1972).

Concernant la population d’Eudémis, la ressource alimentaire n’est pas un facteur limitant pour
le développement de sa population mais la synchronisation entre la ponte des femelles et la ma-
turité de la vigne est déterminante pour la survie des chenilles. Les variations climatiques et
environnementales sont des éléments qui perturbent le comportement de ponte des femelles mais
aussi la croissance de l'insecte. Les populations Eudémis adoptent alors une stratégie qui évolue
en fonction des circonstances. Avec la collaboration de Denis Thiéry, chercheur a 'INRA, on
étudie I'influence des différents comportements de I'insecte ainsi que ses choix de plantes repro-
ductrices sur la dynamique temporelle des populations de ce ravageur, afin de progresser dans
les stratégies de lutte.

Nombred'individus

Strategier

A

StrategieK

Temps

Fi1G. 1: Ezemples de dynamiques temporelles d’une population animale évoluant dans
un milieu donné. Pour un environnement constant, la population adopte une stratégie
de type K (courbe rouge). Pour un environnement fluctuant, la population adopte une
stratégie de type r (courbe bleue).
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La dynamique des populations est évaluée selon plusieurs critéres qui sont liés a la structure
de cette population, a son effectif, & ses fluctuations ou encore aux causes des modifications
d’abondance. Les techniques utilisées pour déterminer ces critéres sont en général expérimen-
tales comme par exemple le comptage direct, ’échantillonnage ou la capture. La modélisation
mathématique est un outil permettant de comprendre ’évolution de ces populations. C’est une
technique consistant & formaliser un systéme complexe en une ou plusieurs équations mathé-
matiques. L’un des avantages de cet outil c’est qu’il permet d’étudier des questions biologiques
parfois difficiles & réaliser expérimentalement, ainsi que d’obtenir des résultats numériques dans
un laps de temps plus court que celui d’une expérience. Le principal défaut d’'un modeéle mathé-
matique est que sa performance, c’est & dire I'exactitude a prédire la dynamique des populations,
repose sur l'utilisation d’un ensemble de données expérimentales, permettant sa paramétrisation.

Dans cette theése, on développe un modéle mathématique pour I'étude et la compréhension de la
dynamique des populations de I’Eudémis de la vigne. La premiére étape consiste & caractériser
les variations numeériques et temporelles des populations de ce ravageur en fonction d’un nombre
fini de parameétres biologiques. Les hypothéses biologiques que nous aurons formulées seront dans
la premiére partie de la thése mises en équations. Dans cette méme partie, on proposera une ana-
lyse mathématique et numérique du modele appelé Lobesia botrana. Les données expérimentales,
obtenues pour la plupart par Denis Thiéry, seront exploitées pour paramétrer les fonctions démo-
graphiques constituant le modéle mathématique. Le paramétrage du modéle est réalisé dans la
troisiéme partie de cette thése et correspond, avec la modélisation, a la partie mathématique de
cette thése. Enfin, la derniére phase est dédiée a ’évaluation du modéle c’est a dire que le modéle
mathématique paramétré est testé sur des questions biologiques actuelles. Ce travail est présenté
dans les troisiéme et quatriéme parties. La thése a été co-financée par la Région Aquitaine et
I'Institut National de la Recherche en Informatique et en Automatique (INRIA). Le travail a été
réalisé au sein de ’équipe ANUBIS d’INRIA Sud Ouest et en collaboration étroite avec ’équipe
d’entomologie de 'UMR Santé Végétale 1065 (Institut de la Vigne et du Vin) IFR 103 de 'INRA
basé a Villenave d’Ornon. Mes simulations sont réalisées a partir de données fournies par 'UMR
1065 ou acquises par Denis Thiéry dans le cadre de cet acceuil.
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Chapitre 1

Caractérisation de la dynamique des
populations de I’Eudémis de la vigne.

Les insectes causant le plus de dégats sur vignes en Europe sont Eudémis, Lobesia botrana
Den. & Schiff., Cochylis, Eupoecilia ambiguella Hibner, Eulia, Argyrotaenia pulchellana Haw.,
Pyrale, Sparganothis pilleriana Den. & Schiff. Ce sont des Lépidoptéres appartenant a la classe
des Hétéroceéres. Ces "papillons de nuit" s’inscrivent dans la famille des Tortricidae. Comme tous
les insectes, ces espéces sont poikilothermes c’est a dire que leur croissance est régulée par la
température de ’environnement. Elles sont capables de se développer aux dépens de plusieurs
espéces de plantes (espéces polyphages), et de se reproduire plusieurs fois dans l’année (espéces
polyvoltines).

L’Eudémis est celui qui a recu le plus d’attention parmi tous ces ravageurs. Il existe de nombreux
ouvrages anciens détaillant déja ses comportements et ses préférences géographiques. Ce petit
papillon a été découvert par Schiffermiiller et Denis en Autriche dans les années 1775. Depuis,
on a accumulé d’importants jeux de données expérimentales mais aussi d’articles scientifiques
sur la dynamique de ces populations.

Ce ravageur est présent sur la plupart des vignobles Européens mais aussi en Afrique du nord,
au Proche Orient, en Asie mineure, ou encore au Caucase. Globalement, ce ravageur des vignes
se trouve dans des zones chaudes et séches.

Fi1G. 1.1: Chenille sur une grappe avant floraison et chenille sur une jeune grappe (photos

INRA).
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1.1 Les dégats causés par I’Eudémis de la vigne.

On différencie deux sortes de dégats, ceux dits directs et ceux dits indirects. Les dégats

directs sont commis par les chenilles. La larve de lére génération se glisse entre 2 ou 3 boutons
floraux qu’elle réunit avec du fil de soie (Fig 1.1). Elle perfore ensuite les enveloppes florales
et pénétre dans le bouton. Elle s'introduit parfois dans le pédoncule de la grappe et provoque
le desséchement de celui-ci. Les chenilles des générations ultérieures se développent aux dépens
des grains de raisin. Elles en rassemblent plusieurs a ’aide de fils de soie puis les mordillent ou
pénétrent a U'intérieur (Fig 1.1).
Les morsures ou perforations des chenilles favorisent I'installation du champignon Botrytis cine-
rea, agent de la pourriture grise. Les chenilles peuvent propager les spores de Botrytis cinerea,
mais comme ses déplacements sont limités sur un cep de vigne (Torres-Vila et al., 1997), elles ne
contaminent que les baies de raisin sur lesquelles elles sont installées. D’autres dégats peuvent
survenir en fin d’été et avant la vendange. Par exemple, les drosophiles profitent des perforations
des chenilles pour pondre a I'intérieur des baies de raisin, ce qui provoque la pourriture acide.

F1G. 1.2: Dégats directs (photos du haut) et indirects (photos du bas) sur raisin. La photo
en bas a droite est une illustration de l'installation du champignon Botrytis cinerea sur
grappe (photos INRA ).

Les grains attaqués brunissent a l’endroit 1ésé et pourrissent (Fig 1.2). La présence de larves
et de grains pourris déprécie la qualité du raisin. Les moisissures rendent la vinification difficile
ce qui oblige parfois & vendanger précocement. Selon leur importance, les dégats causés par ces
ravageurs peuvent entrainer des baisses de rendement et de qualité aussi bien pour le raisin de
table que pour celui de cuve.
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1.2 Description du cycle biologique.

Ce paragraphe a pour objectif de préciser quelques généralités importantes pour notre travail.

Sauf référence bibliographiques spécifiques, la description du cycle de 'Eudémis repose sur les
syntheses suivantes : Roehrich et Boller, 1991 ; Thiéry, 2005 et 2008 ; Thiéry et al. 2005, 2006 ;
Moreau et al., 2006.
Le cycle biologique présente quatre stades de développement distincts, ou stades de croissance,
qui sont l'oeuf, la larve ou "chenille", la nymphe ou "chrysalide", I’adulte ou "papillon" (Fig.
11.1). Selon la latitude, ce cycle est répété de deux a quatre fois dans 'année (Roditakis et al.,
2001).

Choix de la plante héte

\_ A o o
Accouplement .

| / - =4 jours

a8,

Emergence

=8 joursi

Métamorphose
I':.”-

=25 jours

Cycle =
1,5mois

"/ Eclosion
Alimentation

Fi1G. 1.3: Le cycle biologique de I’Eudémis est décomposée en /4 stades qui sont ['oeuf,
la larve, la chrysalide et le papillon. La durée de ce cycle est d’environ 1 mois et dems
selon le climat et la latitude (Image N. Maher).

Le nombre de cycles sur une année varie en fonction de la longueur du jour, la photopériode (El
Bahi 1990). La durée de la premiére génération est d’environ deux mois en Aquitaine, celles des
générations deux et trois durent en moyenne en peu plus d’'un mois. On désignera par G1 le cycle
du printemps, par G2 celui de juillet et par G3 celui du mois d’aotit. Pendant 1’hiver, 'insecte
reste au stade chrysalide. Cette période est la diapause.
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Début Juillet
= 1 mois

Mi-Avril
= 1.5 mois

= 1 mois

Hiver
Automne

‘ o g
e D11PAUSE el

FiG. 1.4: Cycle annuel de I"Eudémis. Les abréviations Gn désignent la génération de
I’Eudémis dans l'année. La diapause est la période hivernale du développement de ['in-
secte (Image INRA - D. Thiéry).

La durée de développement est le temps nécessaire pour devenir un adulte. Le développement
de l'insecte est terminé dés I’émergence du papillon. On peut parler de durée de développement
pour un stade. Dans ce cas, on mesure, en général en jours, le temps nécessaire pour accomplir
ce stade. La somme des temps de développement de chaque stade donne le durée de croissance
de I'insecte.

1.2.1 Le papillon.

L’adulte mesure environ 6 mm de long et posséde une envergure de 18 a 20 mm. Les ailes
antérieures sont gris perle, parsemées de petites zones brun rougeatre. Les ailes postérieures
grisdtres, avec une zone marginale plus foncée, sont bordées de soies grises.

FiG. 1.5: Papillon sur vigne (photo INRA).
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L’émergence.

C’est la sortie du papillon de sa chrysalide. Elle est initiée dés que le cocon a regu une quan-
tite d’énergie thermique suffisante (Roehrich et al., 1989). L’émergence a lieu au début de la
photophase c’est a dire durant les 5 premiéres heures et plus généralement le matin (Thiéry,
communication personnelle).

Le vol de premiére génération débute vers la mi-avril dans le sud ouest et un peu plus tard en
Bourgogne et en Alsace. Le deuxiéme vol a lieu fin juin-courant juillet en Aquitaine et le troisiéme
vol se produit entre la mi-aoit et la fin septembre. La figure 1.6 illustre la période de vol des
différentes générations d’Eudémis dans un vignoble de la commune de Gaillac (département du
Tarn). Ces courbes sont le résultat, en pourcentage, de données de piéges sexuels sur 3 années
consécutives : 2002, 2003 et 2004. D'une année sur l'autre le pic d’émergence et la durée du vol
varient & chaque génération.

¥ 8 5 3 3 8 8 B

N
=1
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Fi1G. 1.6: Captures au piége sexuel d’Eudémis de la vigne en vignoble de Gaillac durant
3 années consécutives (2002, 2003, 2004). Ces courbes montrent les différences entre les
dates de pics de capture et le nombre de papillons piégés surtout (Données B. Bourgouin
et B. Herlemont).

La dynamique d’émergence de la G1 dure entre 4 & 6 semaines & partir du mois d’avril dans le
sud ouest. Cet étalement dépend de la durée du stade chrysalide pendant la phase hivernale qui
est affectée par la température et la photopériode (Roditakis et al. 2001). L'initialisation et la
durée du deuxiéme vol sont conditionnées par la dynamique des individus de premiére génération
(El Bahi, 1990). Les conditions climatiques mais aussi la qualité du cépage font varier la durée
des dynamiques d’émergence (Moreau et al., 2006). Par exemple, la dynamique de vol d’adultes
alimentés en chardonnay est plus étalée dans le temps et commence plus t6t que celle d'individus
nourris en pinot noir (Fig. 1.7).
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FiG. 1.7: Dynamiques temporelles d’émergence des mdles (bleu) et des femelles (rose)

—

a partir d’oeufs pondus a une méme date sur deux cépages (pinot noir en haut et char-
donnay en bas). Données D. Thiéry non publiées.

Des différences sur les dates d’émergence existent entre le méle et la femelle. La "protandrie",
ou "proterandrie" est globalement de 2 jours mais peut varier de quelques jours en fonction du
cépage sur lequel l'insecte se développe (Thiéry et al. , 2006). Par exemple, cette différence est
d’un jour sur pinot noir et de 3 jours sur Chardonnay (Fig. 1.7).

Alimentation et durée de vie.

La durée de vie moyenne des femelles sauvages est de 10 jours (Touzeau, 1979). D’aprés les
résultats de Torres-Vila (1999) les males ont une longévité de quelques jours plus longue que
celle des femelles. Pour les deux sexes, la longévité varie en fonction de la température et de
I’alimentation de la chenille. L’été, la durée de vie peut étre raccourcie de presque 4 jours selon
les données de Chavent (1983). Le stade phénologique affecte la longévité des adultes (Torres-Vila
et al., 1999). La vie des adultes est allongée de 5 jours pour les femelles et de 8 jours pour les
males sur une vigne au stade grappe mire que sur une vigne au stade inflorescence. Les femelles
en buvant de l’eau augmentent leur durée de vie de 15 a 20% (Thiéry, 2005). On pense que
I"allongement de la vie des femelles va favoriser les déplacements et la dispersion des pontes.

L’accouplement.

Dés leur émergence, les Eudémis sont préts & s’accoupler. Cette activité a lieu au crépuscule et
en début de nuit, mais peut étre avancée en cas d’obscurité ou d’orage (Hurtrel et Thiéry, 1999).
Les femelles attirent les males en émettant une phéromone sexuelle (Thiéry, 2005). Elles peuvent
s’accoupler plusieurs fois avec des males différents mais deviennent moins attirantes pour les
méles comparé aux femelles vierges (Schmitz, 1992). Un male peut s’accoupler avec 8 femelles
(Torres-Vila, 1999). Un seul accouplement suffit & fertiliser la grande majorité des ovocytes d'une
femelle. Moreau et al. (2006) mesurent au laboratoire un taux d’accouplement variant de 68% a
84% en fonction de la nourriture qu’a recu la larve.
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FiG. 1.8: Accouplement d’adultes Cochylis (D. Thiéry). Les Eudémis adoptent la méme
posture.

La ponte.

Elle commence le lendemain de ’accouplement si les conditions climatiques le permettent (Maher,
2002). La préoviposition, la période entre I'accouplement et la premiére ponte, varie en fonction
du cépage sur lequel l'individu a grandi. La fécondité moyenne d’une femelle sauvage est d’environ
cent oeufs qu’elle pond sur une semaine. La quantité d’oeufs et I’étalement de la ponte sont
variables avec le cépage (Thiéry et Moreau, 2005 ; Moreau et al. 2006) et le stade phénologique
de la plante (Torres-Vila et al, 1999). Le taux de fécondité est positivement corrélé avec le poids
des femelles (Torres-Vila et al., 1999). Les accouplements successifs allongent la période de ponte.
Les femelles non accouplées ne pondent pas.

Les femelles Eudémis déposent leurs oeufs, un a un, sur les organes fructiféres ou les baies de
raisin. En cas d’émergence précoce au printemps, la femelle peut étre amenée & pondre sur des
surfaces lisses comme les piquets ou les bois des coursons. Le risque alors pour la descendance
est de ne pas trouver de nourriture pour s’alimenter. La femelle recherche le meilleur site pour le
développement de sa descendance (Maher, 2002). Le gotit de la cuticule végétale guide le choix du
lieu de ponte (Maher et Thiéry, 2004 ; Maher et al. 2006). Aprés chaque dépot d’oeuf, la femelle
s’envole mais il arrive qu’elle marche entre deux actes de ponte. Ce comportement de ponte
participe ainsi a la dispersion des oeufs. La femelle Eudémis recherche des zones plutdt séches et
chaudes. Elle ne pond pas sur les surfaces mouillées. L’orage ou une faible luminosité avancent
I’heure de sa ponte. Ce décalage de quelques heures n’a pas de conséquences importantes sur
la dynamique des populations mais peut en avoir si ce temps se répéte sur plusieurs jours. La
compacité de la grappe, mais aussi I'exposition de la vigne (Zahavi et al., 2003) influencent le
comportement de ponte de la femelle.

Une trentaine de plantes peuvent étre des hotes de 'Eudémis (Thiéry, 2008). Ce sont des plantes
qui permettent a la fois la ponte de la femelle et I'alimentation de la chenille. Ces plantes sont
par exemple la vigne, le garou (Daphne gnidium), plante sauvage trés commune du Midi de la
France, le lierre, le troéne, le cassissier, le groseillier.

Seuil thermique.

En dessous d’une température limite, le seuil thermique, le papillon peut s’arréter de voler. Par
conséquent, la rencontre des adultes n’a pas lieu et les femelles déja accouplées bloquent leur
ponte. L’entomologiste Allemand Gotz (1941) a décrit un seuil thermique de vol au moins égal
a 14°C avec un maximum a 31°C. Le chercheur R. Roehrich attachait des femelles vierges en
vignoble et les retrouvait accouplées le matin alors qu'il faisait moins de 12°C le soir. L’activité
crépusculaire des adultes est maintenue pour une température voisine de 12°C (cité dans Thiéry
2008).
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Familles Noms vernaculaires / latins

Actinidiaceas Kiwi {Actinidia chinensis)

Asteraceas Achillée millefeuille {Achilea
millefoliun)

Berberideae Berberis {Berberis sp. }

Caprifoliaceae Chavrefeuille d'éturie {Lonicara
etruscal

Caprifoliaceae Cheévrefeuille {L onicera periclymenum}
Caprifoliaceae Viorne lantane (V. lantana)
Caryophylaceae | (Eillet {Dianthus sp.)

T
T
T
T
T
T
Cornaceag Cornouiller male {Cornus mas} T
Cornaceag Cornouiller sanguin {C. sangineurm) T
Discoridaceae Tamier {Tamus communis) T
Ericaceae Arbousier {Arbutus unedao}
Fabaceae Luzerne {Medicago sativa) T
Fahaceaeg Trefle des prés (Trifolium partensis) T
Grossulariaceae | Groseillier {Ribes rubroum} T
Grossulariaceae | Cassissier {Ribes nigriim} T
Labiaceae Romarin {Rosemarinus officinalis) T
Liliaceae Drimia maritima T
Liliaceae Scilla sp. T
Oleacease Troéne {Ligustruem vulgare) T
Oleaceas Olivier {(Dlea europal
Punicaceae Grenade {Punica granatum) T
Ranunculaceae | Clématite Aammette {Clematis | T
flammuia)
Ranunculaceae | Clématite vigne hblanche {Clematis [T
vitalba)
Rhamnaceaeg Jujuhier {(Zyzyphus jujuba) T
Rosacea g Epine noire, prunelier {Prunus spinosa)
Rosaceaeg Prunier mirabelle
Rosaceag Prunegllier
Rosaceae Framboisier {Rubus ideaus}
Rosaceae Mespilus germanica
Rubiaceae Gaillet mou ou blanc {galium mollugo) |T
Thymeleaceae Garou ou saint bois, {Daphne gnidium) | T
Thymeleaceae Passerine {Passerina hirsuta} T
Vitaceae Vignes cultivées {presque tous les
cépages})
Vitaceae Vignes vierges {Ampelopsis et
Partenocisus)
Vitaceaa Vigne sauvage {lambrusque)

FiGa. 1.9: Plantes hétes de I’Eudémis. Certaines espéces parfois mentionnées ne sont
pas reprises ici (cafeier, tanaisie, pomme de terre, pommier, lierre). T indique une
tozicité d’une des partie de la plante (sources : J. Bruneton ; Pharmacognosie 1999) et
"Poisonous plant data base” US Food and Drug Administration). D’aprés Thiéry 2005.

1.2.2 L’oeuf.

I est de forme lenticulaire, d’'un diamétre de 0.6 & 0.8 mm, et de couleur beige a reflets irisés.
La taille de I'oeuf varie en fonction du cépage ou de la plante sur lesquels s’est nourrie la larve
Eudémis. Il est enrobé d’un mucus de composition complexe, produit par la femelle. Ce mucus
sert de protecteur contre le desséchement.
L’oeuf se développe au cours de plusieurs phases larvaires qui sont "oeuf blanc", "oeuf jaune"
et enfin "téte noire" environ 2 jours avant 1’éclosion. Cette derniére est appelée ainsi car, avant
I’éclosion, on commence a visualiser la capsule céphalique de la larve. Ce stade est intéressant
car c’est celui auquel on se référe souvent pour positionner les traitements insecticides contre
I’Eudémis.
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FiG. 1.10: Les photos du haut représentent le stade "oeuf jaune” (a gauche) et "téte
noire" (a droite) du développement de l’oeuf. Les images du bas sont un schéma de
lembryon au stade "téte noire” et un oeuf pondu sur une jeune grappe de raisin (photos

INRA).

Fertilité des oeufs et durée de développement.

Les résultats expérimentaux d’Auroy (2006), montrent que le facteur hygrométrique a peu d’in-
fluence sur la mortalité des oeufs pour des températures comprises entre 22 et 28°C. Torres-Vila
et al. (1999) mesurent un taux de fertilité de I'ordre de 90% pour des oeufs pondus sur de la
vigne prise au stade inflorescence, au stade grappe verte ou au stade grappe mire. Il ajoute
que le nombre d’oeufs viables est positivement relié au poids de la femelle. Oustry soumet des
populations oeufs & des coups de froids d’intensité variante (de 1 a 7h), puis les expose dans une
chambre climatisée & une température de 22°C et une humidité de 65%. Il obtient le plus fort
taux de survie qui est d’environ 22% pour des conditions de -8°C pendant 7h.

La durée de développement est de 6 a 9 jours pour la lére génération et de 4 & 6 jours pour les
générations suivantes, la température étant plus élevée. Les différences de croissance dans une
cohorte peuvent atteindre jusqu’a 4 jours selon les conditions climatiques (Auroy, 2006).

1.2.3 La Larve.

Sa téte est protégée d'une carapace trés dure. C'est grace & la taille de cette derniére que 1’on
peut déterminer ’age de la larve. Elle posséde des mandibules qui servent a inciser les baies
de raisins. La chenille est trés agile et se déplace rapidement. Elle est photosensible et donc a
tendance a fuir la lumiére.

Le développement de la larve se décompose en cinq stades dont chaque transition est caractérisée
par une mue (elle change de "peau" et de téte). Ces stades sont appelés L1, L2 jusqu’a L5. La
larve mesure au maximum 8 & 9 mm, elle passe d’une couleur vert jaune & vert gris, la téte et
plaque thoracique sont jaunes bruns.
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Fia. 1.11: Capsule céphalique d’une chenille Fudémis dont la largeur permet de préciser
l’dge de l'insecte au stade larve (D. Picart).

Durée de développement.

Le développement larvaire dure en moyenne 5 semaines pour les femelles et quelques jours de
moins pour les méles. En fonction du type d’aliment dont la chenille s’est nourrie, le temps de
développement peut étre raccourci d’'une semaine environ (Moreau et al. 2006 ; Thiéry et Moreau
2005). Autant sur vigne que sur une autre plante hote, le stade L5 est le plus long alors que le
stade L3 est le plus court. Savopopoulou-Soultani et al. (1998) ont remarqué que des baies de
raisin botrytisées faisaient varier la durée de développement des chenilles comparé & des baies
non botrytisées. La température affecte aussi la croissance de la chenille qui peut durer jusqu’a
10 semaines par exemple pour une température constante de 18°C (Briére, 1998). Ces conditions
peuvent survenir au printemps et ainsi décaler le vol de premiére génération. A linverse, des
températures chaudes vont avancer la sortie des adultes. La dynamique d’émergence, comme
celles présentées sur la figure 1.5, permet de mesurer les différences de croissance entre individus
nés le méme jour. En fonction de I'alimentation de la chenille, I’écart entre le premier et le dernier
papillon & émerger varie (données non publiées de Moreau et Thiéry). 1l est, par exemple, de 26
jours et de 19 jours pour respectivement les méles et les femelles sur pinot noir.

Les facteurs de mortalité des larves.

A T’éclosion, la chenille perfore avec sa téte le sommet de I'oeuf puis sort de celui-ci. Les premiéres
heures qui suivent sont appelées le stade "baladeur". Pendant ce laps de temps, la L1 doit rapi-
dement pénétrer dans le tissu végétal pour ne pas diminuer ses chances de survie. Un climat sec
et chaud le jour des éclosions est fatal pour la population Eudémis. L’architecture de la grappe,
en particulier lorsqu’elle commence & se fermer, est un facteur pouvant expliquer la différence
des taux de mortalité entre les cépages (Gabel et Roehrich, 1995). Les grappes laches rendent
I'installation des chenilles difficile car celles-ci ne les protégent pas assez contre les prédateurs. La
compacité de la grappe offre une meilleure cachette a la chenille de deuxiéme génération, mais
aussi une meilleure protection contre des températures parfois extrémes et la déshydratation.
Les travaux de Gabel, Roehrich (1995) puis de Fermaud (1998) montrent que le taux de survie
est plus faible sur merlot, cabernet sauvignon ou encore sauvignon en comparaison a d’autres
cépages.

Torres-Vila et al. (1997) étudient le déplacement des chenilles lorsqu’elles sont mises en condition
de premiére génération. La distance moyenne recouverte par une larve est d’environ 10 a 30 cm
avec un maximum de 45cm. La distance maximale étant corrélée avec la densité d’individus
présents sur les boutons floraux.
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1.2.4 La chrysalide.

Ce stade est caractérisé par la formation d’un cocon dans lequel la larve se transforme en
un papillon. Il existe deux types de cocon, celui du printemps-été et celui d’hiver. La durée
de ce stade est d’environ une semaine pendant les saisons printaniére et estivale et s’étale sur
environ six mois pendant 'hiver. Le poids des cocons varie selon la nourriture des chenilles.
Les chrysalides se trouvent a l'intérieur de la grappe, dans les replis des feuilles séches, sous les
écorces ou les liens de paille ainsi que dans les fissures des piquets ou sous les mottes de terre.

Fia. 1.12: Chrysalide caché sous l’écorce du cep de vigne (photo Inra).

La diapause.

C’est la période "d’hibernation" de linsecte. La chrysalide passe I’hiver dans son cocon et réap-
parait en papillon au début du printemps. Cette phase représente un arrét provisoire du dévelop-
pement de ’'Eudémis. La diapause est induite par la réduction de la longueur du jour en fin d’été
(Roehrich, 1969). La durée de ce stade dépend de la photopériode et de la température (Rodi-
takis et al., 2001 ; Roehrich, 1969). Pour une photophase de 16h, El Bahi (1990) propose une
relation mathématique pour décrire la vitesse de développement du stade diapause en fonction
de la température. Cette fonction est proportionnelle a la vitesse de développement des nymphes
de la premiére génération. D’aprés Torres-Vila et al. (1996), les femelles effectuant une diapause
ont une longévité et une fécondité élevées, cependant la fertilité des oeufs est faible. Lorsque la
durée d’éclairement est supérieure ou égale a 16h, la diapause est inhibée (Roditakis et al., 2001)
et la population Eudémis peut effectuer 8 a 10 générations sur une année sous ces conditions
(Thiéry, 2005). Roditakis et al. ont aussi montré que la moitié de la population n’effectue pas
de diapause lorsque le temps d’éclairement est inférieur & 6h et que la température est de 25°C
constante. En conditions naturelles, il arrive d’observer des chenilles sur des grappes non ven-
dangées dans le bordelais en automne (Thiéry, 2005). Les chenilles non chrysalidées subissent le
froid et '’humidité, elles ont de fortes chances de sortir affaiblies de la saison d’hiver.

1.3 Prévision de la dynamique des populations.

La lutte contre I’Eudémis passe par une bonne compréhension du cycle de I'insecte mais aussi
par 'utilisation d’outils de prévision. Il existe 4 méthodes qui sont les piéges alimentaires (Fig.
1.14), les pieges sexuels (Fig. 1.13), les comptages et la modélisation mathématique. Le piége
sexuel nous informe sur la dynamique d’émergence des males alors que le piége alimentaire est
destiné a prédire la dynamique de ponte. Les deux derniéres méthodes permettent de quantifier
et de décrire en stades la population Eudémis présente dans la parcelle de vignes. Elles sont les
plus fiables pour anticiper la dynamique des populations et ainsi adapter le positionnement dans
le temps des méthodes de lutte.
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FiG. 1.13: Piége sexuel. Ce piége contient une capsule diffusant la phéromone sexuelle
synthétisée de la femelle. Les madles attirés par cette odeur viennent se coller a une
plaque engluée (photo Inra).

Le principe de fonctionnement du piége sexuel est d’attirer les males a partir de la phéromone
sexuelle émise par la femelle. Une capsule renfermant la phéromone de synthése est placée au
centre d'une plaque horizontale tapissée de glu (Fig. 10.4). Les males attirés par la phéromone
viennent alors se coller sur la plaque et meurent. Les piéges alimentaires sont au contraire uti-
lisés pour attirer les femelles. Le principe est de placer un liquide apprécié par la femelle dans
un contenant. Celle-ci attirée par 'odeur dégagée du produit va venir se noyer dans le piége.
Le comptage des adultes capturés doit étre fait fréquemment afin d’avoir une idée correcte de
la dynamique d’un vol. Une exposition au vent, a la pluie ou bien le froid rendent les piéges
inefficaces. La mise en place dans la parcelle des piéges sexuels ou alimentaires pour la détection
du premier vol de ’année est fixée & un seuil thermique expérimental de 555 degrés jours dans le
Bordelais (Roehrich, 1989). Cette somme thermique est le cumul de la moyenne des températures
maximales et minimales journaliéres au dessus de 0°C depuis le ler février.

FiG. 1.1}: Piéges alimentaires. Les femelles sont attirées par Uodeur du liquide et se
noient dedans (photos Inra).

Les comptages s’effectuent sur les oeufs et les chenilles. Cette méthode consiste a prélever un
échantillon au hasard dans la parcelle et & compter les oeufs ou les larves présentes. Le pourcen-
tage obtenu est comparé aux valeurs établies en fonction des régions, de la destination du raisin
(cuve ou table) et la méthode de culture du viticulteur (Thiéry, 2005) pour I'application d’un
traitement phytosanitaire. Cette méthode est efficace mais est difficile et fastidieuse & mettre en
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place.

Trois modeéles mathématiques ont été développés depuis les années 1900 qui sont le modéle EVA,
le modele Briére et celui de l'institut technique ACTA. Le fonctionnement et les hypothéses
biologiques modélisées sont détaillés dans le chapitre suivant.

1.4 Les moyens de lutte.

Les produits utilisés aujourd’hui par les viticulteurs sont des insecticides et des produits
dérivant de la biotechnologie (la confusion sexuelle et la toxine de BT). Mais d’autres techniques
sont étudiées par les biologistes comme par exemple la lutte biologique qui consiste & utiliser des
insectes auxiliaires pour maintenir le niveau des populations du ravageur (Thiéry, 2005 ; Santenac
et Thiéry, 2008).

1.4.1 Les produits phytosanitaires.

Ils sont utilisés pour une lutte préventive ou curative. En premiére génération, et selon le
niveau de la population (Thiéry, 2005) une lutte curative peut étre envisagée. Afin de faire chuter
brutalement la taille de la population, des insecticides neurotoxiques sont appliqués pour tuer
les chenilles. Ces produits ont une efficacité optimale lorsqu’ils sont répandu dans le vignoble au
début de la dynamique de ponte. La lutte préventive est préconisée en 2éme et 3éme génération,
en Aquitaine, afin de limiter toutes blessures favorables a l'installation du Botrytis cinerea. Les
produits utilisés dans ce cas sont des ovicides ou des larvicides, ce sont principalement des
régulateurs de croissance analogues des hormones de mue. Les premiers sont destinés a tuer
les oeufs, et doivent étre positionnés au moment de la ponte alors que les seconds ciblent les
larves et sont appliqués au stade "téte noire". La réussite du traitement dépend du choix de
la date d’intervention mais aussi de la qualité du traitement (Darrieu, 1982). Par conséquent,
I’estimation de la fenétre d’application de ces produits est trés importante pour les viticulteurs.

1.4.2 La confusion sexuelle.

Le principe est basé sur 'utilisation de la phéromone sexuelle de synthése émise par les fe-
melles Eudémis. Cette méthode consiste & saturer I'environnement des insectes en phéromone
sexuelle afin de désorienter un des deux partenaires, en 'occurrence le male. Ainsi, le nombre
d’accouplement des adultes est réduit et par conséquent le nombre de chenilles aussi. Des diffu-
seurs (Fig 1.15) sont placés dans la parcelle de vignes a la dose de 500 diffuseurs par hectare.
Ces diffuseurs renferment une dose de 1.5 ml de phéromone formulée a 70-80% et sont utilisés
durant 2 voir 3 générations de l'insecte. La confusion sexuelle est efficace lorsqu’elle est pratiquée
sur des grandes surfaces et d’'une maniére collective. Aujourd’hui, cette technique est pratiquée
sur environ 1.4% de la surface viticole francaise (Thiéry, 2005). La raison pour laquelle cet outil
n’est pas majoritairement utilisé par les viticulteurs est son prix, 0.4 euros TTC. Des recherches
sont en cours pour améliorer la méthode de diffusion de la phéromone et ainsi diminuer son prix
(Thiéry, 2005).

1.4.3 Bacillus thuringiensis (BT).

C’est une toxine qui tue 24 a 48h apreés ingestion de celle-ci les chenilles. Les produits a
base de BT ont une durée d’action de 10 a 12 jours (ITV, communication 2003) et doivent étre
appliqués au stade "téte noire", juste avant le commencement de l'activité alimentaire de la
chenille. La fenétre d’application est trés courte sachant que ce stade dure 2 a 3 jours environ.
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Fi1G. 1.15: Diffuseur RAK2 (Luisa Mattedsi).

Cette méthode de lutte est trés dépendante des outils de prévisions. Le cotit d'une lutte a ’aide
de toxine BT se situe dans une fourchette de 22 a 28 euros HT par hectare. On trouvera des
détails sur le mode de fonctionnement de la toxine dans le livre de Thiéry et al. (2008).
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Fig. 1. Mechanizm of toxicity of Bt

FiGg. 1.16: Mécanisme de tozicité de la toxine BT.

1.4.4 La lutte biologique.

Il existe de nombreux insectes, acariens, prédateurs ou parasites qui attaquent les populations
d’Eudémis. Ces prédateurs sont déja présents naturellement mais on peut favoriser leur implan-
tation par deux méthodes différentes : la lutte par conservation ou la lutte par augmentation.
La premiére consiste & aider les auxiliaires présents a se développer en pratiquant I’enherbement
ou en plantant des haies & proximité de la vigne. Mais cette méthode ne permet pas de gérer
parfaitement les populations d’Eudémis, ou du moins de faire baisser la population du ravageur
suffisamment vite en cas de forte attaque. C’est pourquoi on a recours a ’application de la
deuxiéme méthode : 'augmentation en parasitoides. Les chercheurs de 'INRA étudient actuel-
lement la biologie et le comportement de trois guépes qui parasitent les chenilles, le Campoplez
capitator (Hymenoptera : campopleginae), Dibrachys afinis et Dibrachys cavus (Hymenoptera :
pteromalidae).

1.5 Nos hypothéses biologiques.

On formule dans ce paragraphe les hypothéses biologiques qui nous semblent pertinentes pour
I’étude et la compréhension de la dynamique des populations de notre ravageur. Les variables
choisies sont qualitatives et quantitatives c’est a dire qu’elles décrivent les variations numériques
au cours du temps de ces populations en fonction de sa biologie. Les données expérimentales et
les méthodes de lutte développées contre cet insecte nous guident dans ce choix.
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FiG. 1.17: Dibrachys cavus, parasitoide généraliste qui pond dans les larves Eudémis
Juste avant qu’elles se nymphosent (Rudolf Abraham).

Structuration de la population.

On choisit de structurer la population Eudémis selon les stades oeuf, larve, chrysalide, papillon
male et papillon femelle. Ce choix est principalement guidé par la possibilité d’exploiter les don-
nées expérimentales pour la construction du modéle mathématique. Ces données correspondent
aux dynamiques temporelles de la ponte des oeufs, d’éclosion des chenilles L1 et d’émergence
des adultes méales et femelles. Ces mesurent informent sur la répartition en nombre d’individus
et par unité de temps des populations oeuf, larve, et papillon et permettent de calculer le temps
de développement des stades de croissance et la durée de vie des adultes. Plus rarement, la dy-
namique temporelle de début de nymphose est mesurée sur le terrain en observant les cocons de
soie et permet de déterminer le temps de développement du stade larve. D’autres traits de vie
sont mesurés au laboratoire et en conditions naturelles sur les oeufs, les larves, les chrysalides
et les adultes comme par exemple le poids, la taille ou le taux de mortalité. Le stade chrysalide
est pris en compte pour modéliser la période hivernale, la diapause. Dans le but de comprendre
les données des pieges sexuels et alimentaires mais aussi de modéliser le succes reproducteur des
adultes, on décompose le stade papillon en femelle et male.

Les facteurs expliquant les variations temporelles et numériques.

Les différences de croissance mesurées sur des cohortes Eudémis soumises a des conditions clima-
tiques constantes nous semblent un critére important pour la caractérisation de la dynamique des
populations de cet insecte. Le facteur génétique est a I’origine de ces variations de développement.
L’intérét pour cette population Eudémis de se répartir dans le temps est par exemple de pouvoir
se synchroniser avec la vigne au moment de la floraison, d’échapper a la période des vendanges
ou aux facteurs de risques tels que les prédateurs ou les parasites. Les facteurs climatiques et
alimentaires affectent aussi le développement de 'insecte. Généralement, seule la température est
retenue par les biologistes pour modéliser la croissance de la population. Pourtant, I’alimentation
des chenilles et celle des adultes modifient le développement et la reproduction de 'Eudémis. On
choisit de modéliser le facteur génétique, alimentaire et thermique pour comprendre les varia-
tions temporelles de la dynamique des populations du ravageur. Ces méme facteurs sont utilisés
pour expliquer les variations numériques des populations d’Eudémis. Par exemple, la fécondité
des femelles est variable en fonction de la saison, du cépage et de l'individu. L’humidité est
aussi un facteur important de mortalité. On pense qu’un air sec sur les larves L1 pendant le
stade baladeur ou durant le développement des oeufs diminue fortement le nombre d’Eudémis.
Ces conditions thermiques peuvent avoir lieu en deuxiéme et troisiéme génération d’Eudémis
(par exemple : canicule 2003, en France) de I’année. La pluie dissuade la femelle de pondre ou
perturbe la rencontre des deux sexes. Ce facteur a indirectement un impact sur la fécondité des
femelles et peut expliquer localement la baisse d’individus observée sur des données de terrain.
Enfin, les prédateurs et parasites de I'insecte sont aussi considérés pour caractériser les variations
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numériques de la dynamique des populations.
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Chapitre 2

Les modéles mathématiques en
dynamique des populations d’insectes.

On s’intéressera ici aux modeéles existants pour la modélisation de la dynamique des popu-
lations d’Eudémis mais aussi ceux utilisés pour ’étude de populations d’insectes. Aprés un bref
rappel des premiers modeéles développés dans ce domaine, on détaille essentiellement les modéles
structurés. Ces derniers sont adaptés pour étudier des populations structurées comme celles de
I’Eudémis car elles sont structurées en fonction des stades de développement. On donne la struc-
ture mathématique de ces modéles et les hypothéses biologiques modélisées. Notre discussion est
construite en fonction des parameétres choisis pour modéliser la dynamique des populations de
I’Eudémis de la vigne.

2.1 Les premiers modéles

Le plus connu est celui de Malthus (1798) dont I'expression mathématique est donnée par

Ce modéle raisonne en nombre d’individus et calcule 1’évolution quantitative de la population N
avec le taux d’accroissement r. Ce dernier est exprimé en fonction des taux moyens de natalité
et de mortalité. Si r est positif alors les naissances sont plus importantes que les décés et la
population croit alors que si r est négatif, on a moins de naissances que de décés et la popula-
tion décroit. Ce modeéle est décrit de maniére continue en temps t et appartient a la famille des
équations différentielles ordinaires (EDQO). 11 est surtout utilisé pour I'étude démographique des
populations humaines (Malthus, 1798).

Verhulst (1838) va faire évoluer le modéle de Malthus en introduisant une dépendance par rapport
a la densité d’individus présents a chaque instant. Pour cela, il introduit une constante K qui
représente la capacité maximale du milieu a contenir une population,

N'(t) = aN(t) < — %) .

ol a est une constante positive. A ce seuil K, le milieu contient assez de ressources pour maintenir
la population. Au dela de ce seuil, la population diminue. L’intérét d’ajouter K est que la solu-
tion de l'équation sera bornée alors que celle ci augmente exponentiellement dans le modeéle de
Malthus. Le modeéle de Verhulst est appelée 1’équation logistique. Un exemple d’application de ce



tel-00405686, version 1 - 20 Jul 2009

34 Les modéles mathématiques en dynamique des populations d’insectes.

modele est présenté sur l'article d’Adams et al. (2005). Il reproduit des données expérimentales
obtenues sur la dynamique des populations du puceron du brocoli en fonction de la méthode de
culture et des traitements insecticides.

Bien que ces modéles soient faciles & étudier mathématiquement, ils ne tiennent pas compte de
la vitesse de développement de la population. Notre objectif étant de modéliser la croissance des
individus constituant une population, on s’intéresse alors a une classe de modeéles : les modéles
structurés.

2.2 Les modéles structurés.

La recherche sur le développement de modeéles mathématiques pour I’étude des populations
structurées a commencé au XXiéme siécle avec les travaux de Leslie (1945) ou de Kermack et
Mckendrick (1927). La majorité des travaux publiés traite de populations structurées par rap-
port aux caractéres physiologiques comme 1’age, la taille ou le poids mais d’autres étudient cette
population par rapport au caractére social, économique ou épidémiologique. Par exemple, le mo-
dele de Kendall (1949) dissocie les individus célibataires de ceux en couple. Il se présente sous la
forme d'un systéme d’EDO dont ’analyse mathématique est proposée par Hadeler et al. (1988).
Ce modéle a été amélioré par Hoppensteadt (1975) en ajoutant une structuration en age.

Pour notre étude, on s’intéresse plus particuliérement aux modeéles dont la structuration de la
population est en rapport avec la physiologie de la population. Autrement dit, on étudie la popu-
lation globale par rapport a I'age, la taille ou encore le poids des individus. Pour chacun des cas,
des modeles ont été développés. On peut citer par exemple le modéle Von Foerster-Mckendrick
(1959) pour l'étude d’une population structurée en age, le modele de Sinko et Streifer (1967)
lorsque la variable age et la taille classifient la population, ou encore le modéle Gurtin et Mac-
Camy (1974) qui prend en compte la variable 4ge mais aussi une dépendance par rapport a la
densité de population.

On a choisi de structurer la population Eudémis par rapport aux différents stades de développe-
ment composant le cycle de I'insecte. On s’oriente alors vers les modéles dont la variable age est
prise en compte pour décrire le vieillissement de la population. Il y a deux concepts de I’age, celui
qu’on appelle chronologique et qui se rapporte a 1’échelle du calendrier, et celui qu’on nomme
physiologique et qui dépend du vieillissement du corps. L’emploi de 1’dge chronologique est justi-
fié dés que les effets de facteurs extérieurs comme la température ou alimentation sont négligés.
Si ces facteurs sont pris en compte dans la modélisation, le concept d’age physiologique doit étre
considéré. On présente ci-dessous les modeéles structurés raisonnant sur le principe d’age chro-
nologique et ceux fonctionnant sur celui d’age physiologique. On verra qu’a quelques variables
mathématiques pres, la structure de ces modéles est équivalente.

2.2.1 Les modéles déterministes en age chronologique.

On définit la variable age par a. On ne parle plus d’'un nombre d’individus mais d’une densité
d’individus appartenant a une classe d’age a et a un instant ¢. Soit n(¢,a) la densité d’individus
au temps t et a 'dge a. Pour revenir & une notion en nombre d’individus, on fait la somme de
la densité d’individus sur Uintervalle d’age souhaité, soit n(t,a)Aa ou Aa est la différence d’age
entre 2 classes successives.

Les modeéles de ce paragraphe sont présentés par rapport a la valeur continue ou pas des variables
temps et dge. Ainsi le modeéle Von Forster-McKendrick est décrit en temps et en age continus,
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le modéle de Leslie est lui en temps et en age discret alors que le dernier est seulement continu
en la variable temps.

Le modéle Von Forster-McKendrick (1959).

C’est une équation hyperbolique qui s’écrit

% (tv ) + Ba (t ) = _N(t a)n(tva)v a € [O,L],
n(t,0) fo n(t,a)da,
n(0,a) =

no(a )

“‘3

0

ou u(t,a) est le taux de mortalité moyen, (3(t,a) est le taux de fécondité moyen et L est 1’age
maximal de vie. Ce modéle est généralement utilisé pour décrire une population non structurée
physiologiquement (sexe, stade de développement) mais structurée en fonction de 1'age des in-
dividus. Un exemple d’application est présenté par Satake (2006) sur une population d’insectes
ravageurs du thé. Ce modéle ne prend pas en compte les stades de croissance constituant le cycle
biologique d’un insecte.

Le modéle de Von Forster-McKendrick admet une unique solution qui est donnée par

(ta) = nola —t)e” Jaer()ds g < ¢,
e n(t —a,0)e™ Jo rs)ds g >

On l'obtient a partir d’'une méthode des caractéristiques (Calsina et al., 1995). La fonction
exponentielle II(a) = e~ Jo #*)% correspond a la probabilité de survie a I'age a. La solution de
I’équation est continue en age si le systéme vérifie les conditions de compatibilité suivantes

= /OOO 6(0, a)no(a)da = ’I’L()(O) = ’I’L(O,CL = 0)‘

Lorsque le temps ¢ est plus petit ou égal a I’dge maximal de vie L, la population est constituée
d’individus présents initialement ng et d’individus nouveaux qui ont été fécondés entre l'instant
initial et t. Dés que le temps est plus grand que L, alors la population est maintenue non nulle
grace aux nouvelles naissances. Le nombre d’individus augmente des que le taux de fécondité est
plus grand que le taux de mortalité et diminue dans le cas contraire. Webb (1985) donne une
breve discussion sur la théorie du comportement asymptotique pour les modeéles en age linéaires
comme celui de Von Forster-McKendrick. 11 définit une solution d’équilibre de ce modeéle comme
une solution indépendante du temps n(t,a) = ¢(a) ou comme le produit de deux fonctions
dépendants séparément des variables de n : n(t,a) = eM@(a) ou X est une constante positive
appelée le taux de croissance de la population.

Le modéle de Leslie

La solution discrete de ’équation de Von Forster-McKendrick est

{niH(t + At = ni(t)(1 — p(t,a;)Aa) = ny(t)si(t), i=1,..,m,
no(t + At) = 37" B(t, ai)ni(t)Aa,

ol % = 1 et At est le pas de discrétisation en temps. La fonction n;(t) est 'approximation de

n(t,a;) o a;41 = a; + Aa pour i = 0,..m, avec ag = 0. La constante m est le nombre de classes
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d’age obtenues en subdivisant le domaine en age [0, L]. De I'équation du dessus, on déduit le
modele de Leslie :

n(t+ At) = F(t)n(t) ou n(t) = [no(t), ..., nm(t)]"

et F' est la matrice donnée par

Bo(t)  Bi(t) Bim (1)

So(t) 0 0
Fit)=1 0 si(t)

i 0 sm_;(t) 0 |

Ici, les nouveaux nés sont générés par les individus de toutes les classes d’age (si §; # 0, pour i =
1,m). Chaque classe d’age, ou cohorte, est décrite par une équation aux différences finies. Ainsi,
le modeéle de Leslie donne I’évolution au cours du temps de chaque cohorte c’est-a-dire la taille
de la population ainsi que la répartition en age. En général, ces classes d’age correspondent aux
différentes étapes de la vie d'un individu (jeune, adulte) mais peuvent aussi décrire la croissance
d’un individu pour un stade de développement. Par exemple, Sondgerath et al. (1996) utilisent
le modeéle de Leslie pour décrire séparément les stades oeuf, larve, chrysalide et adulte du cycle
biologique de la mouche du chou (Delia radicum). A partir de données expérimentales sur le
taux de mortalité et le taux de fécondité, les éléments de la matrice peuvent étre estimés (Banks
et al. 2007).

Le modéle "Sojourn time"

Il décrit le processus de croissance par des flux d’entités qui évoluent & des taux différents. Ce
modeéle est utilisé par exemple pour modéliser les cycles cellulaires.

On subdivise I'intervalle des ages [0, L] en un nombre fini d’intervalles. L’équation de Von Forster
peut étre approchée sur ce maillage par un systéme d’équations différentielles ordinaires

Ini(t) = Rioy — Ry — i(tni(t), i=1,...k
Ro(t) = > bi(t)ni(t)da

ou R; représente le taux de transfert de la classe i, Ry le taux de reproduction et p;(t)n;(t) est le

taux de mortalité au stade i. La constante R; peut étre approchée par =, ot T; est le temps de

(3

maturation de chaque individus de la population du stade 7. Le systéme du dessus s’écrit alors :

%nl(t) = %:1 — % — ui(t)ni(t), i=1,...k,
%8 = Zbi(t)m(t)da

L’avantage avec cette formulation est qu’on peut prendre des temps de maturation T; variables
en fonction de la classe d’age ¢. Cependant, ces temps sont des constantes et par conséquent le
vieillissement de la cohorte est le méme pour tous les individus. Si T;_1 = T;, pour ¢ = 1,k, le
modeéle s’apparente au modéle de Leslie présenté au-dessus.

(2.1)

2.2.2 Les modéles déterministes en adge physiologique.

Soit W(t) la variable associée aux facteurs climatiques et environnementales. Le processus de
croissance est alors calculé via I’équation différentielle

/

a (t) = v(¥(t), a),
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ol v est le taux de croissance de la population. Cette fonction correspond a la vitesse de dévelop-
pement d’une population d’age a sous des conditions spécifiques a l'instant £. On peut 'obtenir
a partir de données expérimentales mesurant la durée de développement de l'insecte D(¥(t),a)

grace a la relation

1
v(¥(t),a) = D).

Cette quantité reste inférieure & 1 pour tous les temps t et les dges a. La dynamique de la
population au cours du temps est alors décrite par

g—?(t, a) + %[v(\ll(t),a)n(t,a)] = —u(t,a)n(t,a), a€|0,L],

ol la donnée initiale est
n(07 a) - nO(a)a

et la condition au bord

v(¥(t),0)n(t,0) = /000 B(t,a)n(t,a)da.

Les fonctions de mortalité et de fécondité peuvent dépendre de la variable W(¢). Si le taux de
croissance est égal a 1 alors ce modeéle est celui de Von Forster-McKendrick et 1'age est chronolo-
gique. Sinon, le modéle décrit un vieillissement des individus & des vitesses différentes mais une
évolution d’un stade de développement a l’autre au méme age.

On discrétise l'intervalle en age en k classes d’age tel que
v(U(t),a;) ~v;(U(t)), i=1,..,k,

et del(t) le temps de maturation moyen, on suppose que

mwm:mo:%%%ﬁ,izyﬁk

Pour des conditions climatiques identiques, le temps de maturation est le méme quelque soit la
classe d’age. En injectant dans I’équation semi discrétisée en age du dessus, on a :

0 k

ani(t) = 20 [ni—1(t) —ni(t)] — pi(t)ni(t),

qui, en terme de flux r;(t) = ni(t)ﬁ(t) donne

% [dei:(t) Ti(t)] =ri—1(t) — ri(t) — dei:(t) pi(t)ni(t),

ou 71(t) = xo(t) est le flux entrant alors que r(t) = f(t) est celui sortant. Ce modeéle a été
proposé par Manetsch en 1976 et repris par Vansickle en 1977. 11 est appelé "box car" ou "time
distributed delay"(TDD). Les TDD sont en général des modeéles & temps variant, cependant, un
nombre important d’applications utilise un taux de développement moyen invariant au cours du
temps (Wang et Shipp, 2001, Vansickle 1977 ; Severini et al., 2003). Dans le cas ou la durée de
développement varie dans le temps ainsi que la mortalité, le modeéle ne donne pas une distribution
explicite du temps d’émergence. Si del(t) = const (donc v(t) = const) et p;(t) = p alors la
distribution du temps d’émergence f(¢) d'une cohorte est donnée par une fonction Gamma

k k k-1 k
N v (ggh)nut
1® <@J G—1p° ¢
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si la donnée initiale est un Diract §(¢). Dans ce cas, on parle de modeéle "time-unvarying distri-
buted delay". Pour une mortalité nulle, Severini et al. (2003) estiment les parameétres k et del
de cette fonction & partir de données expérimentales portant sur la durée de développement &
température constante.

Si & présent on discrétise le domaine en temps, alors on obtient un systéme d’équations discrétes.
Ce nouveau modele est un modéle matriciel qui s’apparente a celui de Leslie.

2.2.3 D’autres modéles

Parmi les modéles déterministes avec variables physiologiques, il y a celui de Kolmogorov

%n(t, a) + %v(t,a)n(t,a) - %Wk(t,a)n t,a) = —p(t,a)n(t,a),
[o(t, a)n(t,a) — 3 2k(t,a)n(t,a = [o° At a)n(t,a)da,
n(0,a) = ng(a),

Ja=o

ou v(t,a) et k(t,a) sont la moyenne et la variance du taux de développement. Cette équation dite
de réaction diffusion a été discutée et utilisée par plusieurs chercheurs comme Barr et al.(1973),
Auslander et al. (1974), Welch et al. (1978), Plant et Wilson (1986) et Munholland et al. (1989).
Welch et al. introduisent ’équation de manestch (1976) et 1’équation de Kolmogorov dans son
modele de gestion des ravageurs et trouve des résultats proches. Plant et Wilson (1986) critiquent
le modéle Kolmogorov pour sa modélisation du vieillissement de la population car I’age des in-
dividus peut augmenter et diminuer.

2.3 Les modéles Eudémis.

Trois modéles ont été proposés pour le suivi des dynamiques des populations d’Eudémis : le

modeéle EVA| le modele ACTA, et le modeéle Briére. Le premier est utilisé & Bordeaux par les
Services Régionaux de Protection des Végétaux (SRPV) alors que le deuxiéme est utilisé par
IInstitut de la vigne et du vin. Ce dernier est aussi utilisé dans ’Est de la France, I’Allemagne
et la Suisse. Le modéle Briére n’est pas utilisé pour prédire les dynamiques des populations car
il n’a pas été validé en vignoble.
EVA et ACTA tentent d’estimer les courbes de ponte et d’éclosion des oeufs sur toute la saison
afin d’optimiser les traitements phytosanitaires. Ces prévisions sont faites en fonction des données
thermiques. Le cahier des charges de ces modeéles est de fournir une description biologique réaliste
du cycle annuel de développement (modéle phénologique), et qu'’il puisse prendre en compte les
particularités climatiques micro régionales (modéle thermique).

2.3.1 Le modéle EVA.

Il a été mis au point par Touzeau en 1979 puis adapté & d’autres régions viticoles frangaises
(Chavent, 1983). Ce modéle est construit expérimentalement, il n’y a donc pas d’équations ma-
thématiques explicites le constituant.

Le modéle est initialisé dés l'apparition de papillons dans le vignoble. Des observations sont alors
faites aux piéges alimentaires et sexuels et sur des chrysalides d’hiver récoltées en vignoble pour
fixer la date d’émergence des premiers papillons. A partir de 1a, une énergie thermique (d) en
base 10 est calculée tous les jours. Elle est obtenue en soustrayant au seuil de développement
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zéro fixé & 10°C la moyenne des températures maximales (T'maxz) et minimales (T'min), soit plus
explicitement par

Tmin + T
d— mm—;— max_lo' (2.2)

Le cumul de cette quantité thermique (d) donne la somme de degrés jours (S) en base 10. La
température seuil de développement zéro est la limite dans les températures froides entre un dé-
veloppement inhibé et normal (Briére, 1998). Le choix de cette valeur est fait expérimentalement.
L’enregistrement des données thermiques est réalisé a partir d’un réseau de stations météorolo-
giques réparti également sur I’ensemble du domaine viticole. Cette somme de degrés jours (S)
est alors comparée a un tableau de valeurs (tableau 2.1) donnant le pourcentage de papillons
émergeants.

S 29 37 44 48 52 57 64 75 87 118
% 10 20 30 40 50 60 70O 80 90 99

TAB. 2.1: Pourcentage de papillons émergeants en fonction de la somme de degrés jours
calculée selon la formule (2.2). Résultat obtenu par Touzeau a partir d’insectes sauvages.

Par exemple, pour une somme égale & 48°C, le nombre total de papillons ayant émergés est
de 40%. Les pourcentages d’émergence sont obtenus a partir de populations naturelles qui ont
en général été prélevées sur le méme domaine que sur celui ou est ajusté le modeéle. D’autres
informations sont aussi recueillies a partir de ces populations comme le taux de ponte, les périodes
de préoviposition, d’oviposition, le sexe ratio et les durées de développement des oeufs et des
larves. Ces derniéres sont données en somme de degrés jours. Un taux de mouillage des feuilles
est modélisé comme facteur dissuasif de ponte.

En sortie du modéle, un pourcentage de papillons émergeants cumulé est donné pour connaitre
I'importance de la population de papillons & un jour donné. Les courbes de la dynamique de
ponte et d’éclosion des chenilles sont alors déduites et sont aussi données en pourcentage cumulé.
Le tableau (2.2) est un exemple de prévisions faites le 12 mai 1985.

Date S papillon Cumul ponte cumul éclosion cumul
du jour du jour du jour

12/05/83 90°C 2% 92% 3% 47% 0,4% 0,4%

TAB. 2.2: Pourcentage de papillons émergeants, d’oeufs pondus et de chenilles éclosants
le 12 mai 1985 calculés par le modéle EVA et pourcentages cumulés de ces populations
depuis le début de ’année.

Les prévisions de ce modeéle sont faites sur une saison viticole et commencent avec la dynamique
de ponte de la génération du printemps. Ce modéle ne prend pas en compte la diapause, et par
conséquent n’estime pas la dynamique de vol de la G1.

2.3.2 Le modéle d’ACTA.

Il a été développé a partir des travaux de Baumgartner et Baronio qui datent de 1988.
Aujourd’hui ce modeéle est commercialisé par ACTA-ITV.
Le modeéle est initialisé au premier janvier avec 100 chrysalides. Suivant la région ot I'on effectue
la simulation, un coefficient de diapause est calculé expérimentalement afin de caler les simula-
tions d’émergence des papillons du printemps sur les valeurs réelles. Tous les jours et toutes les 3
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heures sont enregistrées la température minimale, maximale et moyenne. Un réseau de stations
météorologiques est placé a plusieurs endroits du vignoble pour faire des mesures thermiques
fiables. La croissance de l'insecte est calculée avec I’équation de Logan et al. (1976) suivante

o(T) = pleT — #Tr =787 ]

ou, pet AT = T,,—T, sont des constantes, Ty est la température pour laquelle le développement
est optimal et T}, est la température létale (température maximale de développement zéro). La
constante p est la pente de la droite dans la tranche linéaire de la courbe alors que 1) et p sont
des constantes empiriques, elles sont obtenues en interpolant la courbe de Logan avec les mesures
sur le temps de développement faites a température constante. Cette fonction calcule la vitesse
de développement pour les stades oeuf et larve en fonction de la température moyenne de la
journée. Ce taux est ensuite injecté dans les équations décrivant la dynamique des populations.
Elles correspondent aux modéles TDD a temps invariant donné dans le paragraphe (2.2.2). Les
sorties du modéle sont en pourcentage et concernent les oeufs, les jeunes larves, les larves plus
agées et les chrysalides. Ces pourcentages sont cumulés au jour le jour.

oo ol

Fia. 2.1: Ezemple de simulations du modéle ACTA. Les courbes rouge, bleue, verte et
violette représentent respectivement les oeufs jeunes, agés, les larves jeunes et agées.

La valeur des fonctions de mortalité n’est pas précisée. Ce modeéle stoppe les simulations apreés
la troisiéme génération, il ne modélise donc pas la diapause.

2.3.3 Le modéle Briére

Ce modele a été développé au début des années 1990 au cours de la these de J.F. Briére.
Son travail consistait & modéliser les déplacements des papillons en fonction des diffuseurs de
phéromones sexuelles. Il propose un systéme d’équations aux dérivées partielles. Sept équations
modélisent la dynamique temporelle des populations oeuf, des cing stades larvaires et du stade
chrysalide dont la formulation générale est donnée par

9 pltsa) + oVt )plt, )] = ~m(@)p(t,a) — D@V (1, a)p(t,a),

ou V(t,a) est le taux de croissance a I’age a et au temps ¢, D(a) est le taux de passage entre
deux stades de développement consécutifs a 1’age a et m(a) est le taux de mortalité a 'age a. Le
taux de croissance est donnée pour chaque stade de développement par la relation suivante

V(T) = bT(T = To)y/ (T — T),

ou Ty est la température seuil de développement zéro et T, est la température létale. Cette
fonction est exprimée en fonction de la température et ne dépend pas de la variable age. Contrai-
rement a I’équation de Logan et al. (1976), la fonction vitesse de Briére n’est composée que
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de trois inconnues. L’auteur mesure les durées de développement de l'insecte des stades oeuf,
larvaire (L1 a L5) et chrysalide en fonction de la température. Il utilise des enceintes climatiques
afin de réguler des conditions thermiques constantes. Il teste une fourchette de températures
allant de 8°C a 32°C par pas de 2°C. La fonction de développement est ajustée a ces données
expérimentales. C’est U'intersection de cette courbe avec l'axe des abscisses qui donne la valeur
de Ty et Thy,.

Les taux de passage entre chaque stade du cycle de 'insecte sont modélisés par une loie normale.
Briére admet que les différences de croissance dans une cohorte sont symétriquement distri-
buées. Les individus d’un méme stade grandissent avec la méme vitesse de développement mais
passent au stade supérieur a des ages différents. La valeur des fonctions de mortalité est obtenue
expérimentalement et est fonction de la température.

La dynamique temporelle des adultes est modélisée dans une équation aux dérivées partielles qui
décrit aussi leurs mouvements spatiaux en fonction des odeurs et de la direction des rangs de
vigne. Enfin, une derniére équation modélise la propagation des odeurs en fonction du vent, de
I’absorption et de la source des odeurs.

Le modele présenté dans ce paragraphe tient compte du stade chrysalide. Le modéle Briere peut
étre utilisé pour simuler la diapause.

2.4 Les objectifs de notre modéle.

Contrairement aux modeéles ACTA et EVA, on souhaite développer un modéle pour 1’étude
et la compréhension de la dynamique des populations d’Eudémis. On suppose qu'un modéle
capable de reproduire la dynamique des populations mesurée expérimentalement est un modéle
qui aide a améliorer les connaissances sur cette population. La prédiction en temps ou en espace
est alors possible car le modeéle "comprend" le comportement de la dynamique des populations.
Le modéle développé dans cette thése est con¢u pour décrire ’évolution quantitative en temps des
populations Eudémis en fonction de la ressource alimentaire, de la température, de 'humidité,
de la prédation et des différences inter-individuelles. Les données expérimentales disponibles &
PUMR Santé Végétale de 'INRA Villenave d’Ornon mais aussi celle des articles scientifiques
qui ont servi & la rédaction du premier chapitre, vont étre exploitées pour la construction de ce
modéle.



tel-00405686, version 1 - 20 Jul 2009

42

Les modéles mathématiques en dynamique des populations d’insectes.




tel-00405686, version 1 - 20 Jul 2009

Premiére partie

Modélisation de la dynamique des
populations de I’Eudémis de la vigne et
étude mathématique du modeéle.
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Chapitre 3

Modélisation de la dynamique des
populations de I’Eudémis de la vigne.

L’objectif de ce chapitre est de construire le modéle mathématique a partir des hypothéses
biologiques formulées dans la premiére partie du mémoire. Son élaboration est faite en plusieurs
étapes. D’abord, on modélise la dynamique des populations d’Eudémis dans un milieux constant,
c’est a dire en conditions de laboratoire. Puis on prend en compte les facteurs climatiques et
environnementaux expliquant les variations numériques de la population au cours de temps.

3.1 Modélisation de la croissance d’une population quelconque.

Ce paragraphe est destiné a fournir le principe de base sur la modélisation de la croissance
d’une population dans un environnement constant. On néglige dans ce modéle la mortalité des
individus.

Soient les variables descriptives a et t, définies sur la méme échelle qui est le jour. La premiére
correspond a I’age chronologique et la deuxiéme est le temps. On note u(t, a) la densité d’individus
d’age a a linstant ¢, et At et Aa les pas de temps et d’age. La quantité u(t,a)Aa correspond
au nombre d’individus présents sur U'intervalle d’age [a,a+ Aa] & 'instant t. On souhaite établir
une relation mathématique permettant de calculer la taille de cette population & I'instant ¢ + At.
Le schéma (3.1) représente le bilan quantitatif de cette population a l'instant ¢ 4+ At.

,f\ Temps

E tHAt E u(t+At,a)na

Et u(t,a)ha E age

| SR — Jo e e e — - = >
a-\a a athAa

Fia. 8.1: Schématisation du vieillissement d’une population d’dge compris dans ['inter-
valle [a,a + Aa] entre deuz instants consécutifs.

Si le pas de temps At est égal au pas de vieillissement Aa alors la population dont ’age est dans
I'intervalle [a,a + Aa] & cet instant correspond & la population dont I’age est dans l'intervalle
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[a — Aa, a au temps précédent, soit
u(t + At,a)Aa = u(t,a — Aa)Aa, (3.1)

Si le pas d’age est proportionnel au pas de temps, par exemple Aa = vAt, alors I'équation
mathématique s’écrit

u(t + At,a)Aa = u(t,a)Aa + u(t,a — Aa)vAt — u(t, a)vAt, (3.2)

Le domaine de la variable age peut étre infini ou fini. Dans le deuxiéme cas, on parle d’age
maximal de vie. Cet age est atteint a t égal a% si L est I’age maximal et v est un réel.

Le décompte de la population dont I’age est compris dans l'intervalle [0, Aa] et a 'instant ¢ + At
se calcule avec I’équation

u(t + At,a)Aa = u(t,a)Aa + u(t,0)vAt — u(t,a)vAt.

La densité d’individus a ’age 0 représente le flux des nouveaux arrivants. Cette quantité est la
condition de renouvellement de la population.

A Taide de propriétés mathématiques il est facile de convertir le modéle en temps continu et en age
continu. On retrouve alors I'équation aux dérivées partielles du modéle Von Forster-McKendrick
avec une mortalité nulle présenté au chapitre précédent.

3.2 Modélisation de la croissance d’une population Eudémis
deux modéles différents.

L’objectif de ce paragraphe est de modéliser les différences de croissance qui existent au
sein d’une cohorte Eudémis soumise a des conditions climatiques constantes. On propose deux
méthodes de modélisation. La premiére s’appuie sur les observations biologiques alors que la
seconde est construite & partir des données expérimentales. Le modéle final est exprimé en temps
continu et est basé sur ’équation (3.2) présentée dans le paragraphe ci-dessus. On néglige dans
ces modéles la mortalité des individus.

On indice les stades de développement par e pour le stade oeuf, [ pour le stade larve, f pour
les femelles et m pour les males. Le stade chrysalide est modélisé dans le stade larve car les
mesures expérimentales sur le développement de I’insecte sont faites a partir de larves L1 nées
le méme jour et s’arrétent au moment de I’émergence du papillon. La densité d’individus de ces
populations est notée u¥ ot k est égal a e, l, f,m.

3.2.1 Modéle dérivant du modéle Von Forster-McKendrick.

On suppose que, sous des conditions environnementales constantes, les individus vieillissent
tous de la méme maniére mais que ’age de maturité pour un stade varie selon les individus. Dans
ce cas, on ajoute un terme dans I'équation (12.10) que 1'on note 3*(a), ot k est égal a e,l. 11
représente la proportion d’individus d’age a et du stade k qui passe au stade supérieur au cours
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de l'intervalle de temps At. Les équations associées a chaque stade de développement sont

u(t + At,a)Aa = u(t,a)Aa + u(t,a — Aa)At — u®(t,a)At
—B¢(a)uf(t,a)AaAt,
ul(t + At,a)Aa = ul(t,a)Aa + ul(t,a — Aa)At — ul(t,a) At
—B(a)ul(t,a)AaArt,
ul (t + At,a)Aa = uf (t,a)Aa + u/ (t,a — Aa)At — uf (t,a)At,
Mt + At,a)Aa = u"(t,a)Aa + u"(t,a — Aa)At — u™(t,a)At.

La fonction 3¢(a) s’appelle la fonction de développement du stade oeuf ou la fonction de passage
du stade oeuf au stade larve par rapport a I’age a. Le taux 3 est la fonction de passage entre le
stade larve et le stade papillon. Ce terme supplémentaire n’apparait pas dans les équations des
stades adultes car les individus meurent au cours de ce stade.

La condition de renouvellement de ces populations s’exprime en fonction des g*
= Aa Z g (a)u®
a
ou le couple d’indices prend respectivement les valeurs

(p7 k) = (6, f)’ (l’e)v (f)l) et (m’l)

Les nouveaux individus sont apportés par les femelles uf(t) selon une proportion 7. Cette
quantité représente le taux de fécondité. La valeur des fonctions de développement 3%, ou k est
égal a e,l, f est propre a chacun des stades. On fait tendre les pas d’age et de temps vers la
valeur zéro pour obtenir un modéle continu

Bt (t (1) + %ue(t7a) = _ﬁe(a)ue(t7a)a
(t CL) + %ul(ta) = _ﬁl(a)ul(tv a)7

8t f(t a) + %uf(t, a) =0,

E "(t,a) 4+ %um(t, a) =0,

pour ¢t strictement positif et a dans le domaine [0, Lk], ot LF est I’age maximal du stade de de-
veloppement k. Les équations de ce systéme ressemblent au modéle de Von Férster-McKendrick
présenté dans le chapitre précédent. Dans les deux premiéres équations, la fonction de dévelop-
pement remplace la fonction de mortalité alors que dans les deux derniéres équations c’est la
fonction nulle. Les conditions aux limites sont

= Iy ﬁf<s>uf<t, s)ds,

= Jy B (s)u(t,5)ds,

uf t, 0 fo Tﬂl ul(t,s)ds,
= fo (1 —7)8"(s)ul(t, s)ds,

ou T est le sexe ratio. Dans ce modéle, seules les fonctions de passage et le taux de natalité sont
a déterminer.

3.2.2 Modéle Méta-population.

On suppose que les individus n’ont pas la méme vitesse de développement mais que ’age
de maturité d’'un stade de croissance est fixé. Dans ce cas, on ajoute une structuration de la
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population par rapport a la vitesse de croissance. Soient ke, ki, ky et k;, les nombres de classes
de développement au stade oeuf, larve, femelle et maéle respectivement. A partir des données
expérimentales, on connait le temps passé par les individus dans une classe de développement
pour tous les stades du cycle biologique. On désigne alors par T, pour 7 allant de 1 a ke, T]l

pour j allant de 1 a &k, T, k> pour k allant de 1 & kg, et T, pour p allant de 1 a ki, les durées
moyennes de vie de la classe de développement i du stade oeuf, de la classe j du stade larve,
de la classe k du stade femelle, et de la classe p du stade méle, respectivement. La croissance
d’une population appartenant a une classe de développement est modélisée par ’équation (3.2)
du paragraphe précédent. Elle est appliquée a tous les stades de croissance. Le modele qui décrit
la croissance de la population Eudémis est

ul(t + At,a) = ui(t, )—Eul( +Aa uf(t,a — Aa), i=1,ke,

a a)
é(t—kAt a)—ué(t,a) Ry é( a) + KL é(t a—Aa), j=1k,
uft—i—Ata:uft Atf —i—Atufta—Aa k=1k
k( ) k Aat Aa Yk yvfs
)+

up'(t + At,a) = uy'(t) — %u;’l( ,a ﬁfl uy'(t,a — Aa), p=1kp

ou les conditions de renouvellement sont données par

u(t,0) = agz’; (6T, =1k,
ué»(t, 0) = 049‘ Zk VuctT5), =1k,
ui(t 0) = Zk 1ul t’Tli)v kzlvkﬂ
up'(t,0) = o Pl Wl (6T, p=1,km,
Pour chaque stade de croissance k, les nouveaux individus d'une classe de développement ¢ sont

apportés par tous les individus du stade de croissance précédent selon une proportion ozf.

On fait évoluer ce modéle vers une description continue des variables temps, age et "vitesse de
développement". On dénote g la variable dissociant les individus par leur vitesse de croissance.
Elle est définie sur l'intervalle [0, k| ou k,, est le nombre de classe de développement du stade
de croissance n. On note T"(g) la fonction modélisant la durée de vie du stade de croissance n
en fonction du taux de développement des individus. Les constantes o] pour ¢ allant de 1 & k),
deviennent en continu les fonctions o”(g). Le modéle Eudémis s’écrit alors

e(t a,g) + aa ut(t,a,g) =0, a€l0,T%g)], ge€l0 k]
ul(t,a,g) + ul(t,a,9) =0, ac[0,T'(g)], g €0,k
atuf(tag)Jr ul(t,a,9) =0, a€|0,T/(g)], gel0,ksl,

u™(t,a,9) + Lum(ta,9) =0, a€[0,7™(g)l, g€ [0,kml,
<t 0,9) =« <g> Yol (t, Tf( ), 5)ds,
ul(t,0,9) = ol( fo €(t,T¢(s), s)ds,
ul (t,0,9) —af fo Ht, Tl ,8)ds,
(t,O,g)—(l—af(g)) o (t,T‘(S)ﬁ)dS-

Les inconnues de ce modeéle sont les fonctions T"(g), n = e,l, f,m, les fonctions taux a™(g) et
les constantes ke, ki, kf, kn,

3.2.3 Choix du modéle.

L’initialisation du modeéle méta-population est possible & condition de connaitre la distribu-
tion en age de la population pour chaque classe de développement. Les données expérimentales,
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dont nous disposons, ne précisent pas les propriétés endogeénes des cohortes Eudémis utilisées
au début des expériences. Par conséquent, on ne sait pas définir les fonctions v, pour k égal a
e,l, f,m a l'instant initial & moins de les estimer.

Comparé au premier modeéle, le nombre de parameétres constituant le modéle méta-population
est plus important. Ce modele est exprimé avec 7 fonctions (', pour n égal a e, [, f et T™ pour n
égal a e, l, f,m) et 4 constantes (k,, pour n égal a e, [, f,m) alors que le premier modéle ne dépend
que de 3 fonctions (8", pour n égal a e, [, f) et une constante (7). De plus, les fonctions 7", pour
n égal a e,l, f,m et les constantes k,, pour n égal a e, [, f,m du deuxiéme modéle représentent
des bornes du domaine de définition de la variable age et celles du domaine de définition de
la variable "vitesse de développement". Sans connaissance explicite de ces parameétres, il est
difficile de les calculer a partir d'une méthode d’estimation. Rundell (1993) étudie le probléme
d’estimation du taux de mortalité de I’équation de Von Forster-McKendrick & partir de données
expérimentales. Pilant et al. (1991) ou encore Gyllenberg et al. (2002) étudient d’autres problémes
inverses sur cette équation. Les équations du premier modeéle s’apparente a ’équation de Von
Forster-McKendrick. En se basant sur ces travaux, la détermination des paramétres de ce modele
est alors envisageable & partir de données expérimentales.

Enfin, le modeéle méta-population est composé d’un nombre important d’équations, et donc de
parameétres, dés qu'on affine le nombre de classes de développement. Ce nombre ne varie pas
dans le premier modéle car les différences de croissance sont modélisées dans les taux de passage
d'un stade de développement a I'autre (8¢ et ().

Pour toutes ces raisons, on choisit de développer puis d’étudier mathématiquement le premier
modéle proposé ci-dessus. Ce dernier semble plus adapté pour modéliser les données expérimen-
tales et pour étudier la dynamique des populations d’Eudémis.

3.3 Le modéle Lobesia botrana annuel.

On généralise le modéle dérivant de I’équation de Von Forster-McKendrick pour la simulation
et la compréhension des dynamiques des populations d’Eudémis de la vigne dans son environ-
nement naturel. On le développe pour 'étude de ces populations sur une année entiére. C’est
a dire, on modélise la croissance de la population Eudémis sur 3 voir 4 générations jusqu’a la
diapause. Le stade chrysalide dure, en moyenne une semaine pendant les générations printaniéres
et estivales. On fusionne alors ce stade avec le stade larve. Le calcul de la population totale du
stade k est donné par

Lk
PF(t) = / uF(t,a)da, Yt>0, k=e,l,m,f.
0

Le modéle Eudémis ou Lobesia botrana s’écrit

(D (ta) + & [V*(B®), au (t,)) = —m? (B (1), a)u (¢, a)
—G°(B(t), a)ue (t,a),
2ul(t,a) + £ [W(E(t), a)ul(t,a)] = —m!(P\(t), B(t),a)ul(t,a)
~BY(E(t),a)d(t,a),
atuf(t a) + 8 [v (E(t),a)uf( )] = —mf(E(t),a)uf(t,a),
Gun(ta) + & " (B(t), a)u™(t,a)] = —m™(E(t), a)u™ (¢, a),

ofl t est strictement positif et a est dans Uintervalle [0, L*] pour k égal a e, 1, f,m. Le vecteur E
correspond aux variables climatiques et environnementales, et s’écrit (T, H, R) ou T désigne la
température, H I’humidité et R la ressource alimentaire. Ce vecteur est dépendant du temps.
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On précise que R ne représente pas la quantité de nourriture mangée par la larve mais la qualité

de celle-ci.
l

Les fonctions m¢, m!, m™ et m/ sont les taux de mortalité respectivement des stades oeuf, larve,
male et femelle. Elles sont exprimées en fonction de I'dge de l'insecte mais aussi des variables
climatiques et environnementales. Pour prendre en compte la compétition larvaire, on suppose
que m! dépend de la population totale des larves.

Des observations menées sur 1’élevage Kudémis développé a 'UMR Santé Végétale de 'INRA,
montrent que cette population ne croit pas exponentiellement mais jusqu’a une valeur seuil
déterminée par la capacité du milieu. La croissance de la population n’est pas limitée par la
quantité de nourriture mais par le nombre total de papillons présents par unité de volume. Donc,
le taux de ponte dépend a la fois de la population totale des femelles mais aussi de celle des
males.

Lorsque la population est soumise & un environnement fluctuant, sa croissance est différente
de celle obtenue dans un environnement constant. On introduit alors les fonctions v* qui sont
les vitesses de croissance des stades d’indice e, [, f,m. Elles ne dépendent pas de la population
totale car le nombre d’individus localisé sur un méme endroit n’interfére pas avec le processus
de croissance de la population.

Toutes les fonctions démographiques varient en fonction des variables environnementales et ali-
mentaires. Les conditions limites sont données par

v (E(1), ) “( f " B1(P1 (1), P™(t), E(t), s)u (t, 5)ds
B, 000 (1,0) = [ 5B, )uc (t,)ds -,
vf(E(t%O)uf(t 0) Jo Tﬂl(E(t) syu'(t, s)ds '
v™(E(t),0)u™ fo (1 —7)8YE(t), s)ul(t, s)ds
pour t strictement positif. Les conditions initiales par
ub(0,0) = uf(a), acl0,L¥], k=e,l,m,f. (3.5)

3.4 Le modéle Lobesia botrana pluriannuel.

On développe le modéle Eudémis annuel pour I’étude de ces populations sur plusieurs années.
On ajoute une équation au systéme du dessus pour modéliser la période hivernale, la diapause.
Soit u¢, la densité d’individus au stade diapause. Le modéle Lobesia botrana pluriannuel est

( %ue(t, a) + % [V(E(t),a)ut(t,a)] = —m(E(t),a)u(t,a

f(t a) + a [0/ (E(t),a)u! (t,a)] = —mI (E(t),a)u’ (t,a),
g™t a) + g [ (E(), a)u™ (t,a)] = —m™(E(t), a)u™ (t, a),

ofl t est strictement positif et a est dans Uintervalle [0, L¥] pour k est égal a e, 1, ¢, f,m. Les fonc-
tions v°(t,a), m°(t,a) et B°(t,a) sont respectivement la vitesse de développement des individus
d’age a pendant I'hiver, le taux de mortalité des chrysalides diapausantes en fonction de leur
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age et le taux de passage entre le stade chrysalide et papillon en fonction de I'age. Toutes ces
fonctions dépendent des conditions climatiques et environnementales E(t) qui varient au cours
du temps. Les conditions aux limites de ce systéme sont

ve(E(t), 0)us(t, ) BI(PI(t), P™(t), E(t), s)ul (t,s)ds
V(E(),0)ul (t fo ﬁe E(t), s)uc(t, s)ds

ve(E(t), 0)us( fo ﬂl E(t), s)ul(t,s)ds

vl (E(t), O)Uf fo BE(E(t), s)uc(t, s)ds

<

L m(E(t)7 O)U (tv 0) — Jo (1 - T)ﬁc(E(t)v S)UC(t, S)dS

pour ¢ strictement positif. La fonction ' modélise dans ce modéle la transition des individus entre
les stades larve et chrysalide. L’estimation expérimentale de cette fonction n’est pas possible car
on ne mesure pas la dynamique des individus entrant en diapause ou bien celle initialisant le
stade nymphe.
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Chapitre 4

Analyse mathématique du modéle
Lobesia botrana.

On étudie dans ce chapitre l'existence et 'unicité de solutions pour les modéles Lobesia bo-
trana annuel et pluriannuel. La preuve est présentée sur le modéle annuel, autrement dit sur le
systéme (3.3)-(3.4)-(3.5) du chapitre précédent et est adaptable pour le modéle pluriannuel.

Gurtin et MacCamy (1974) prouvent lexistence d’une solution unique a ’équation de Von
Férster McKendrick dont les fonctions démographiques sont dépendantes de la population totale
fO (t,a)da. Tls se raménent a 'étude de deux équations intégrales dont la premieére
equatlon concerne la population totale alors que la seconde provient de la condition de renou-
vellement. Par une méthode de point fixe, ils garantissent ['unicité de la solution du probléme.
Webb (1985) s’intéresse aussi a I’analyse mathématique de ce modeéle non linéaire. Il construit sa
preuve d’existence et d'unicité sur la théorie des semi-groupes et présente des résultats sur la po-
sivité et la régularité de la solution. Calsina et al. (1995) s’intéressent au modeéle de la dynamique
des populations structurées en age physiologique avec un taux de croissance non linéaire et des
fonctions démographiques dépendant de la population totale. En adoptant la méthode mathé-
matique de Gurtin et al. (1974), ils montrent que ce modeéle est bien posé. A notre connaissance,
il n’existe pas de preuve sur 'existence unique de solutions pour un systéeme d’équations hyper-
boliques semblable & notre modéle. Notre démonstration est basée sur la théorie du point fixe.

On note dans ce paragraphe QF pour tous k égal a e, 1, f,m, le domaine [0, 7] x [0, LF]. A Iaide
de la méthode des caractéristiques, les solutions u®, u/ et u™ du systéme (3.3)-(3.4)-(3.5) sont
implicitement données par

uk(X*(0;a,t))e” Jo (s X (siat)ds g ZR (),

uF(t,a) = (4.1)
(25 (0:0.0),0)  — I2k 0.0 ¥ (8. X (s3a,t))ds o< Z5),

vk (E(Z%(0;a,1)),0) ’
ot la fonction h* est définit pour k = e, f,1, m par
he(t,a) = (m® + % + 0,0°)(E(t), a),
hl(t7a) =m (Pl( )7 ( ) ) + (6l + aa’l) )(E(t)va)7
h (t,a) = (m! + 0.07)(E(t), a),
h™(t,a) = (m™ + 0gv™)(E(t), a),

et X*(t;ag,ty) est la courbe caractéristique, passant par le point (ag, tg). Cette derniére est
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déterminée par la résolution de I'équation différentielle suivante

(XF)'(t) = " (E(t), X"(1)), (4.2)
XE(tg) = ag > 0. |

La solution de cette équation, pour tous k égal a e, [, f, m, dépend de la valeur de la fonction de
développement. Elle est strictement croissante car v* est strictement positive pour tous k égal a
e, l, f,m. Par conséquent, sa fonction inverse Zk(a; ag, tp) existe et est unique pour tous k égal
a e, l, f,m. Pour analyse mathématique du modeéle, on donne les hypothéses suivantes sur les
fonctions du modeéle Eudémis annuel

H 1 Les vitesses de développement v*, pour k égal a e,l, f,m, sont non négatives, bornées par
rapport a la variable dge

0 < o¥ <oR(E(t),a) < vk, VY(ta)e QF,
et appartiennent a la classe de fonctions C1([0, L¥]) : soit Cye une constante positive telle que

OvF(E(t),a
H—JFQ—Mmgcm V(t,a) € Q.
Ja
H 2 Les fonctions tauz d’éclosion 3°(E(t),a) et tauz d’émergence B(E(t),a) sont bornées, non
négatives par rapport a la variable dge.

H 3 La fonction tauz de fécondité 3f(PT E(t),a) est bornée, non négative par rapport i la
variable dge et Lipschitzienne sur [0, K] de constante ﬂ{( par rapport & P! o K est strictement
plus grand que P7(0).

H 4 Les fonctions de mortalité m¢(E(t),a), m/(E(t),a) et m™(E(t),a) sont non négatives,
localement bornées et vérifient la condition

t
lim, mP(E(t), X*(s;a,t)ds = 0o, a > Z*(t),
a—L"~ Jo

t
lim mF(E(t), X*(s;a,t)ds = 0o, a < ZF(t),
a—LF Zk(0za,t)

pour t strictement positif et k égal a = e, f, m.

H 5 La fonction de mortalité du stade larve m' (P!, E(t),a) est non négative, localement bornée,
Lipschitzienne sur [0, N] de constante mlN par rapport a Pl et vérifie la condition

t
lim m'(PY(t), E(t), X' (s;a,t)ds = 0o, a > Z\(t),
a—L" Jo

t
lim mi(E(t), X! (s;a,t)ds = co, a < Z!(t),
a—L! Z1(0;a,t)

pour t strictement positif.

H 6 Les données initiales ulg, pour k égal a e,l, f,m sont non négatives.
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Les densités u®, uf et u™ sont liées entre elles par leur conditions aux bords : la fonction du
stade oeuf u¢ s’exprime en fonction des individus pondus par les femelles u/, et les fonctions des
stades adultes u*, pour k égal a f,m dépendent de la densité de larves u!. A moins d’avoir des
conditions aux limites nulles, les solutions u¢, uf et «™ sont uniques si la solution u! existe et
est unique. L’équation mathématique associée a la densité larvaire est non linéaire et ne peut
étre résolue explicitement. On propose alors, dans la preuve du théoréme suivant, de modifier le
systéme (3.3)-(3.4)-(3.5) pour appliquer une méthode de point fixe et obtenir I'existence unique
de u'.

Théoréme 1 Sous les hypothéses H 1 - H 6, le systéme (3.3)-(3.4)-(3.5) admet une unique so-
lution.

Preuve : L’équation associée a la densité des males u™ est la méme que celle décrivant la
dynamique des femelles u/. On simplifie alors le modéle (3.3)-(3.4)-(3.5) a 3 équations. La preuve
présentée ci-dessous est la méme pour le modéle Eudémis complet.

Soit A une constante positive et le changement de variables suivant
ub(t,a) = eMac(t,a), ul(t,a) =eMil(t,a) et ul(t,a) = eMal(t,a). (4.3)
On considére maintenant le systéme

(55 (t,a) + £ [v*(B(1), )¢ (t, )] + Aag (t, a) = —me(E(t), a)i (¢, a)
—B(B(t), a)ug (t
Skt a) + & [VH(E(t), a)al(t, a)] + Mil(t,a) = —m!(P} , E(t), a)i(t, a)
6 (E(t), a)u]

20f(t,a) + 2 [vf (E(t),a)il (t, a)] + A (8, a) =

—m! (E(t),a)i! (t, ), (4.4)

t,
o (B(t),0)a! (¢,0) = [ BU(E(t), )¢ (t, s)ds,
g (0,a) = ag ,(a),
aﬁ(O, a) = %i(a),

ol ¢!, pour i égal a 1,2 sont définies dans 'espace L2(Ql). Par la méthode des caractéristiques,
ce systéme admet une solution (a°, al, zlf). L’unicité de cette solution dépend de I'unicité de @'

Lemme 1 Soit A l'application définie par :

A LHQY — 239
¢ — i

ot 4 est l'unique solution de (4.4). Si \ satisfait la relation

P [/ B B B
A= Cp— 2 (A — Ce) (A q,f)><D+(A Cue) (X — Cyp)

. (miyL')’) .

€
2
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avec € et D deux constantes positives telles que

L1312 2
LI gty LENB 2 e e
f 20! ’

Lf”ﬁfH%oo + (LfﬂK) HUZHLOO 4 LfHﬂl ”LOOHUQHLOOBK
2v¢ 2v° 2v¢

=41

D, =

alors N\ est contractante.

En supposant que les hypothéses (H1)-(H6) sont satisfaites et le lemme 1 vérifié, le systéme (4.4)
admet une unique solution. En appliquant le changement de variables donné en (9.20), on montre
que la solution du probléme (3.3)-(3.4)-(3.5) est unique.

Preuve du lemme 1 : Soient ¢ = ¢! — ¢? et 4! = ﬂll — ﬂlz des fonctions de L2(€Q). La preuve
consiste a trouver une constante ¢ comprise dans U'intervalle [0, 1] telle que pour tous ¢ de I’espace
L2(QY) on ait 'inégalité suivante

”alH%Z(Ql) < C”(ﬁuiz(gl)' (4.5)

On définit aussi les fonctions u¢ = 4§ —u§ et of = ﬂ{ — &g On multiplie la premiére équation du
systéme (4.4) par 4, la deuxiéme équation par @' et la troisieme par 4/. Ces nouvelles équations
sont intégrées sur respectivement les domaines Q°¢, Q! Qf et se simplifient en,

/e <)\ +mS(E(t),a) + B°(E(t),a) + %&lve(E(t),a)) (4°(t, a))*dadt =

1 T e ~e 2
! /0 V(B (1), 0)(a (1, 0))%dt,

2
/Q | (A +mh(PL (), E(t),a) + B (E(t),a) + 1aavl(E(t), a)> (@' (t, a))?dadt =

- /Q (P (), B (1), 0) — m (P (1), B(0), @) ) (1, 0)i 1, 0)dad

l\DlH

/ H(E(),0)(a (¢, 0))%dt,

/Qf <)\—|—mf(E(t),a) + =007 )2dadt =

\_/

/ o (E(t), 0)(@f (£, 0))2dt.

N

En majorant les termes négatifs, ce systéme devient
~e 2 1 r e ~e 2 ~e 2
A (0°(t,a)) dadt < 5/ v (E(t),0)(ac(t,0))°dt + Cype [ (°(t,a))*dadt,
e 0 e
1 (T

A [ (@'t a))*dadt < 3 / o' (E(t),0)(a' (t,0))dt + Cyy / (i (t, a))*dadt

o 0 ol

- / (! (PL, (). 2(t). ) — m!(PY, (1. E(1). )) (¢, )0 (1 a)dadt, (4.6)
Ol

A e A A
A @ () dadt < /0 of (B(1),0)(i (t,0))2dt + O, /Q (! (1.0,

Qf
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ol les premiers termes a droite des inégalités sont donnés par

T
3 | o0 0 -
1T L Rt B iy el il :
3, Ee<E‘<‘t>,o><o H e usyis + [ ()= 3/ il |
[NV ey, LT 1 . ’
5 [ dE@.06E w0z = [ Ul(E(t),0)<O B(E(), )i <t,s>ds) i,
T T I 2
3| EO.06 0P =5 [ W@ ﬂl<E<t>,s>¢<t,s>ds) dt.

On définit par ﬁf(Plf) le taux de ponte dépendant de la population totale des femelles calculée
avec la densité 11{ A partir de l'inégalité de Cauchy Schwartz et de l'inégalité de Young, la
deuxiéme équation de (4.6) devient

) 1 (T 1 Lo e
()\—C’Uz)/m(ul(t,a))2dadt§ 5/0 W/o 3 (E(t),s))2d3/0 (@€(t, 5))? dsd

+ /Q l = (ml(Pél (t), E(t),a) —m! (P}, (t),E(t),a))zdadt

Lo N 2
+ /Ql % (u2(t,a)u (t,a)) dadt,

ol € est une constante positive. Sous les hypothéses H 1 - H 6, on déduit que

N ¢ ﬂe 2OO .
<>\ Oy — M) / (il (t, a))2dadt < M / (@2 (L, 5)dsdt
26 Ql 22 e

+ E(mh L2 / (61— d2)2(L, s)dsdt.  (4.7)
Ql

€
2

On s’intéresse a présent a la premiere inégalité de (4.6) pour estimer la norme dans lespace
L?(92°) de la densité oeuf. On développe le carré du premier terme a droite de I'inégalité, puis
on utilise I'inégalité de Cauchy Schwartz afin d’obtenir l'inégalité suivante

()\—Cve)/e(ae(t,a))2dadt < %/on/oLf (ﬁf(Plf)>2ds /OLf <af(t,s)>2ds
f f
+%/0Tm/; <5f(Plf)_gf(P2f))2ds/0L (ag(t,s))stdt
1 (T 1
+§/0 (t),0

Ue
ve(E(t)
Sous les hypothéses H 1 - H 6, on obtient l'estimation de la norme dans Iespace L%(Q¢) de la

Lf f
[l s /0 (67 (P{) — B (Pf))il t, s)dsdt.

densité oeuf

(A — Cve)/e(ae(t,a))2dadt < Dl/ (af(t, s)>2ds, (4.8)

Qf
ol D est une constante positive égale a

LB (LB 3 LIS ) e B
= + + .
20° 20¢ 20°

D,
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Enfin, on utilise la troisiéme inégalité de (4.6) pour estimer la norme dans Uespace L2(Qf) de la
densité des femelles. Pour cela, on applique l'inégalité de Cauchy Schwartz sur le premier terme
a droite de l'inégalité tel qu’on ait

(A= Cy) /Q (@ (t,0))Pdadt < /0 ' W /0 : (8'(2().5)) ds /0 " (olts)) ds.

Sous les hypothéses H 1 - H 6, on obtient 'estimation suivante

Ll”ﬂl”2oo l
(A —C,) /m(zlf(t,a))zdadt < e /Q (6(t, 5))% ds. (4.9)

Finalement, en utilisant les estimations (4.8) et (4.9), I'inégalité (4.7) devient

,&l 200
()\ —Cy — %) (A= Che) (A= Cyy) / (i'(t,a))*dadt <

€ Ol

(D+ (= o) (A= Cun) S EY?) [ (012t )i,
Ol
ol D est une constante positive égale a

B e gy LN e e
2/ 20! )

=41

L’inégalité (4.5) est alors démontrée pour ¢ égal a

(D4 (A= Cye) (A= Cpy) S(mlyLH?)
<)\_ C”l a %) ()‘_ CUE) ()\ - Cvf)7

C =

qui est définit dans I'intervalle [0, 1] pour € fixé positif et pour A choisit grand tel que la relation
suivante soit vérifiée

€

<D+(A—C)(A—C ) < (mby L')?2 ()\—C 1T R
W) A= o) Sy E?) < (A= Cu = T2 L= ) A= Ce) (A= Cp) . O
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Chapitre 5

Analyse numérique du modeéle Lobesia
botrana.

On développe un schéma numérique pour approcher la solution des modeéles Lobesia botrana
annuel et pluriannuel. Une analyse sur les propriétés du schéma est proposée.

On s’est intéressé dans la littérature aux schémas numeériques développés sur les équations struc-
turées. Ils sont construits directement & partir de I’'équation ou de I'expression mathématique
de la solution calculée avec une méthode des caractéristiques. Douglas et Milner (1987) déve-
loppent un schéma aux différences finies (DF) sur ’équation de Von Forster-McKendrick, avec
une fonction de mortalité dépendant de la population totale. Ce schéma est repris par Know et
al. (1993) qui l'améliore pour obtenir une précision du schéma a 'ordre deux. Cette méthode
d’approximation est appliquée sur le modele de Sinko et Streifer par Sulsky (1993). Elle propose
3 autres schémas pour cette équation : un schéma de Lax-Wendroff (méthode d’Euler explicite),
et deux schémas volumes finis (VF) qui se différencient par leur maillage. Sur un exemple, elle
montre que les schémas VF, qui ont une précision d’ordre 2 en temps, approchent le mieux la
solution du modéle. Les modéles non linéaires de la dynamique des populations structurées par
rapport a la taille sont étudiés par Angulo (2000; 2004) ou Kostova (2003) par exemple. Leur
schéma est construit a partir de expression mathématique de la solution formulée le long des
caractéristiques. La précision de ces schémas est d’ordre 2 pour Angulo et al. et d’ordre 3 pour
Kostova. On propose d’approcher les équations de nos modeéles Eudémis par un schéma VF, mé-
thode généralement utilisée sur les équations hyperboliques comme celles qui constituent notre
modele. L’étude de la stabilité, de la régularité, et la convergence du schéma vers la solution du
modeéle Eudémis annuel sont établies. La méthode développée pour ce modéle est transposable
au modeéle pluriannuel ainsi que les preuves sur les propriétés du schéma.

Pour alléger les calculs, on simplifie le modéle Lobesia botrana en supprimant I’équation modéli-
sant la dynamique des males. Cette équation est la méme que celle décrivant la dynamique des
femelles avec des conditions aux bords similaires. Le schéma numérique développé pour I'une ou
I’autre de ces équations est par conséquent identique. On dénote par L I’dge maximal de vie de
tous les stades de développement afin d’alléger les notations. Ces modifications n’affectent pas
la construction du schéma.
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5.1 Construction du schéma numérique.

Soit At le pas de discrétisation en temps. On subdivise Uintervalle [0, 7] en N; 4+ 1 points ¢"
tels que pour n = 0 on ait t° = 0 et pour n = N; on ait tt = T. Le calcul de t" est donné par

"=nAt, n=0,N;
L’intervalle des ages est discrétisé en N, 4+ 1 points avec la décomposition suivante
0,L] =Ula,_ 1,0, [ U;C; i =0, Ng,
ot C; est le volume de contréle & la maille . Les points du maillage sont donnés par la formule

1
i+l = (i+§)Aa7 i=0,N,—1
ou Aa est le pas de discrétisation en age. Le Volume de controle Cjy correspond & l'intervalle
[0, %[ et celui pour i = N, a Uintervalle [L — 5%, L[,

On suppose que la condition initiale du modéle Lobesia botrana annuel est une fonction continue
et dérivable. Sous ces conditions, elle peut étre approchée par la valeur moyenne sur chaque

maille 7
1

ko 1 k _
u; —Aa/(jiuo(x)dx, k=elf.

On note uZ la solution approchée de I’équation décrivant la dynamique de la population du stade
k. Elle est définie sur I'espace V¥ qui est égale a 1’ensemble

uF(t,a) = uf" >0, (ta)e[t", " xC;, i=1,N,, n>0.

Les fonctions 3* et m” sont approchées sur le maillage par les fonctions BZ et m’z. Sur le volume
C; x [t", "], elles sont égales a

Bt a) = 65", mF(t,a) =m",

pour ¢ =0, N, et n > 0. A n > 0 fixé, la solution calculée par le schéma pour I'équation associée

au stade de développement k est donnée par UR™ c’est a dire (u]f" ug . ulf\,:)

Le schéma VF s’obtient en intégrant les équations du modeéle annuel (3.3) sur le domaine [0, 7] x
[0, L]. On définit la condition CFL par

At

0<—maxv <1, k=el,f.
Aa k /

Le terme a droite de I'égalité pour chaque équation du systéme (3.3) est traité en implicite, ainsi

la discrétisation d'une équation de ce systéme s’écrit

k ) At ko At kn kn

kot _ W (L= 3gW) + Ra¥iliWiln LN

i kn+1 kn+l 7 »Ta

1+ Atm "+ Agr

kn+1

ou le calcul de u; a la maille 0 est donné par la relation

kn+1 kn+1 — Aa Zﬂqn—kl q,n-i—l
7j=1



tel-00405686, version 1 - 20 Jul 2009

5.2 Analyse du schéma numérique. 61

L’indice g désigne le stade de développement précédent le stade k. Le schéma complet du modéle
annuel s’écrit alors

Be,n+1 0 0 Ue,n+1
0 Bl,n-i—l 0 Ul,n+1 —
0 0 Ef,n—l—l Uf,n+1
A 0 AaCTn uen
AaCem  Aln 0 utn (5.1)
0 AaCtm Al Ufn

ott Bt pfntl - gkn ot CF" sont les matrices définies pour un stade de développement k et
données par

1 + At( kn+1 _'_ﬂkn-i—l) 0 o T
0 0
Bk,n—l—l — 0
i O 1+At( kn+1_’_ﬂkn+l)
pour k = e,l,
(14 Atm]™h 0 .. T
0 0
I 0 (1+ Atmf an]
(1 — ALyhmy 0 0 T
A—Zv’f" (1-— ﬁflvlg "0 0
Akm — 0
: k k
i 0 ﬁflvN:_l (1— ﬁévN:)
pour k = e,l, f. Enfin, C¥" = ( f’",..., ]@:)T Les matrices B*" pour k = e,l et E/™ sont

diagonales & coefficients positives, elles sont donc inversibles. Sous la condition de la CFL, les
matrices A®™ sont aussi définies positives a diagonales inférieures, elles sont donc inversibles.

5.2 Analyse du schéma numérique.
On étudie la positivité et la stabilité en temps et en dge de notre schéma numérique. Ces

propriétés seront utilisées pour démontrer la convergence du schéma vers la solution du modéle.
Le premier lemme est consacré & la positivité du schéma.

On rappelle la définition des normes discrétes sur I'espace Ve

Nq
k?7 kv
0= DL U e = sup
; 1<e<
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et celle de la variation en age d’un vecteur de taille N,

Ng—1

Uk e BV ([0, L) Zyum "<

7; — %

c> 0.

Par analogie aux hypothéses H 1-H 6 faites pour I'étude analytique du modele, on a
H 1
0 < <ol =P <v¥ k=elf,

/

H 2
0< 85" = 16""loo < B, 18" < 87, "€ BV(0,L]), n=0,N;, k=elf,
H 3
kn __ k.n k k.n _ _
0<moo - ||m ||OO <moo7 m GBV([OvL])v n_oth7 k_e’lafa

H 4
0 < Jluglloo, llugll < oo, uf € BV([0,L]), n=0,N;, k=e,lf.

Lemme 2 Le schéma VF donné par (5.1) conserve la positivité c’est a dire que
<uf",uﬁ",ulf") >0, +=1,N,, n>0,

(2 ? " Eaa

= <U¢’n+1 ’Z,Ll.’n+1 uf7n+1) > 07 i = 17 Na7 n > 0.

Preuve : Soit U*™*! la solution du schéma numérique a I'instant n 4+ 1 obtenue pour le stade
de développement k. En valeur absolue, cette solution est égale &

kn A kn Atk
|uk7n+1| | (1 — Y nAztz) + Uz—qA_éuz—n

’ 14 AtmFrmt 4 agghn !

. i=1,N,. (5.2)

Les fonctions démographiques sont strictement positives, par conséquent le dénominateur de
(5.2) est strictement positif. La CFL nous informe que

At
Ogl—vf’"A— <1, i=1,N,.
a

Cette donnée nous permet de conclure sur la positivité du numérateur de la solution U*"+1

At
Y"'Aa

ko At

k,
u;™(1 - i“17g

7

)+ v k>0,  i=1,N,.

On conclut alors que

>0, i =1,N,, k=e,l,f. O
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Lemme 3 Soit uf € L'([0,L]) pour k = e,1, f. Le schéma VF donné par (5.1) est stable pour
la norme discrete 11([0, L]) :
mae [0, < emas uf]

ot ¢ est une constante positive.

Preuve : Pour k égal a e,l, f, on considére la solution du schéma numeérique sous la forme

k 1 k kn k k k, k 1 k 1 k 1 k 1
u n+ —u Mmoo At(’u nu n n n) —Atﬂ- N+ ui,n—i- Atm ,n+ n+

i - % Aa i T Vi1% g U,

On prend la valeur absolue de cette équation puis on la somme sur toutes les mailles. Grace a la
positivité du schéma on en déduit,

Na Nq Nq Ng—1

| k,n+1| o k.n At kn kn At kn kn
g u; = g u;" — Aa v Uy +_Aa E v U
i=1 =1 =1 =0

N Ng
— At Z ﬂfmﬂufmﬂ — At Z m?"“uf’"“.
i=1 =1

Les deuxiéme et troisiéme termes s’annulent sauf aux mailles 0 et V,. Les deux derniéres sommes
sont négatives et peuvent étre majorées par 0. L’équation du dessus devient alors l'inégalité
suivante

Na
At At
2 : kn+1| <§ : kn_ k,nuk,n+ Uk,nuk,n‘
a
i=1

La solution du stade de développement k & l'instant n et & la maille 0 est remplacée par son
expression donnée dans 5.1 alors que celle a la maille N, est majorée par 0, on a

Na Na Nﬂ
kn+1 k, ,
DTS 3w ALY Bluf”,
i=1 i=1 i=1
ou k est égal a e, [, f et I'indice ¢ est égal a respectivement f,e,[. Cette inégalité est la méme
quelque soit la valeur du couple d’indices (k, ¢), on pose alors
F" = m]?X||Uk7"||1 et [ = m]?Xﬁ(]jo,
I'inégalité devient
Frtl < Fm o AtBF™.

nin(14+At5°°) nAtF>°

Par récurrence et en approchant e par e on a finalement

Fn+l < FoeTﬁoo‘

Le schéma est stable pour la norme 11([0, L]) avec ¢ égal a e?P™ . O

Lemme 4 Soit uf € L°°([0,L]) pour k = e,l, f. Le schémas VF donné par (5.1) est stable pour
la norme discréte [°°([O, L)) sous la condition de CFL,

[T < e o

ol d est une constante positive.
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Preuve : Pour k égal a e,l, f, on considére la solution du schéma numeérique sous la forme

kn+1 _ kn At k.n kn kn kn kn+1 kn+l kn+1 kn+l
u; =, Aa — (0", = v ) — AL w; — Atm; w; . (5.3)

A partir du lemme (2), c’est a dire sous la condition CFL, et en majorant les termes négatifs, la

solution du stade de développement k & U'instant n 4 1 et a la maille ¢ différent de 1 devient

k,n+1 At kn k, At kn k
|ui " | Su + AZ Y; Tiuz nl A_sz nui " (54)

k

La vitesse est une fonction Lipschitzienne de constante positive vZ,, c’est a dire

k.n k.n .
v =v A+ v’CfOAa, 1=1,N,.

En injectant cette relation dans l'inégalité (5.4) et en prenant la borne supérieure sur toutes les
mailles ¢ différentes de 1, on a

sup [uf ™ < (14 Atk ) sup [u ™|
i#1 i#1

Par récurrence, on obtient la relation

T maxy, (vE,

max{sup \uf"“]} <e )max{sup |ubk il k=elf
ki1 i#1

A la maille 1, le schéma (5.3) s’écrit

kn+1 k,n At kn k,n q,n qn k.n+1 kn+l kn+1 kn+l
uy = = o u; + At Z B; — Atpy — Atmy’
j=1

ou g désigne le stade de développement précédent le stade k. Sous la CFL et en prenant la borne
supérieure, on a

W < (L 4+ ABY) sup [ud”).
1<i<Ng4

Par récurrence, cette inégalité devient

max{|u" T} < eTmaxk (1) max{ sup "}
k 1<i<Ng

Le lemme est alors démontré pour d égal a

d = max{eTmaxk(vlgo)7 eTmaxk(ﬁf)}. m

Ces deux derniers lemmes montrent que le schéma n’explose pas méme en temps long. On souhaite
a présent déemontrer que la solution du systéme (5.1) converge vers la solution du probléme (3.3).
Pour cela, on a besoin des deux lemmes suivants.

Lemme 5 Soit uf € (L' N L>)([0,L]) et uf € BV([0,L]) alors, sous la condition de CFL,
maxy, (UF™) € BV([0, L]) pour tous n > 0, précisément

max (Z |uZJrl uf"|) < K; max (Z |u2+1 - uk0|>

=0
K max Jug |l + K3 max || so

pour n > 0 avec K1, Ky et K3 des constantes positives indépendantes de n.
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Preuve : Pour alléger les calculs on pose hf’ égal a ﬁ + m " qui est positif sur toutes les
mailles 4, et & tous les instants n. On considére la solution du schéma numérique du stade de
développement k a 'instant n + 1 et & la maille ¢ sous la forme

kn+1  _ kn Aty kn kn kn kn kn+1 kn—i—l
u; =u; " — R (0] = v ) — Athy T (5.5)

La variation bornée en espace du vecteur UF" 1 se décompose en deux termes de la facon suivante

Ng—1 Ng—1
kntl k 1 kndl k 1 kantl kot
D b = D T

On estime ces termes I'un aprés I'autre. On commence par la somme. On calcule la différence des
solutions du stade de développement k a l'instant n + 1 donnée par I’équation (5.5) entre deux
mailles consécutives

kn+1 kn+1 _ (uk,n k,n) . At kn kn k.n k,n)

i+l W i+l W Aa (Vit1Ui — Vi U
At k n_ kmn kn kn k.n
n+1 kn+l kn+1 kn+1
+ _Aa( w, =) — At(hiJrl uly = hy u; ).

kn+1 «  kn+1 kn+1
On pose 6,7, égal a u; —u

i1 5 de tel sorte que I'équation précédente s’écrive

5k,n+1 _ 5k,n At k n5k n At k nék,n

it1 i1 T N Vit z+1+_Aa i 0

At k,n k,ny ckn At k,n k.n k n
- A_(U”l — ;)8 — A_a(vi-i-l - 2 "o u
kn+1 ckn+1 kn+1,4 kn+1 kn+1
— Athiy o — At (b —hy).
kn+1

. g 34 . . . k,n-i,-l .
On multiplie chaque terme de I’équation par s; qui est le signe de 0; , puis on somme sur

les mailles allant de 1 & N, — 1

No—1 N,—1 Na—l
k,n+1 kn+1 o kn
E Sit1 Oip1 = E , z+151+1 E ”z+1sz+1 i+1
° P} °
Ng—1 Na—l
+ At k k,nék,n ‘ ’ k,nék,n
Aa Vi S 9 Uz+1 S 9
=1
Ng—1
k.n kn—i—l kn—l—l kn+1
E ’vz—l—l _2U +Uz—1’u — At E : ’hz—i-l Sit1 52’—}-1
Ng—1
kn+13 kn+1 kn+1
+ At E u; |y = hy |
=1

Cette derniére équation se simplifie en additionnant les deuxiéme et troisiéme termes et en
majorant ceux négatifs

Ng—1 Ny—1
kn+1 kn—l—l < kn At k k‘nékn At k k‘,nék,n
E St O E: Si110;11 — Ag UNaSNaON, T A V181 01
Ng—1

+ AL Y TSP+ AteF|uF |y + Atl|ut Y| BE,
i=1



tel-00405686, version 1 - 20 Jul 2009

66 Analyse numérique du modéle Lobesia botrana.

ot B¥ est la borne de la variation bornée du vecteur A*™ pour tous les instants n et €* est donnée
par
Wiy —20F +0F || < FAa, on, [d]" —di| < €.

Par définition, on a

Ng—1 No—1
k,n—l-l k41 5k n+1
Sit1 01 Z 0;55 |-
i=1
On déduit alors
No—1 Ng—1 At No—1
k,n+1 k |5k, k k, k., k,
> TS 3 AL e Ak 3 s Al
i i=1

- AtHuk’"HHOOBk.

On fait I’estimation du terme de bord. La différence des solutions du stade de développement k
a l'instant n + 1 entre les mailles 1 et 0, c’est a dire 'estimation de 5k et , est égal a

kn+1l _ ckn kn+1 k,n At k nckn
o) =07 — (ug —uy") - gl oy’
Athk n+1 k n+1

A
On multiplie chaque terme par Slf’nJr qui est le signe de 5k el
kn+1ckn+l  knckn kn+1 k,n At kn knckn
51 01 =510 = (ug — Y )__A vy sy 0
a
At k,n kny kn k,n
R n+1 kn+l
+ A_a( 0o Uy ) 0 Athl Uq .
Sachant que sk n+15k’n+1 est égal a |5If’"+1|7 on a

At
w’lﬂ,n—i—l‘ < |5i€,n’ + ’ulof,n—i-l . ug,n‘ + Atvlgo”uk,nuoo . Evllmnsllﬂ,nélf,n

L’estimation du deuxiéme terme de cette équation est donnée par

|ug,n+1 _ulg,n| < N7 Moo ||ﬁ ||oo Z| qn+1 ug’n|Aa (5.6)

v
+ < ﬁOO OO> Z |,LLq7
A partir de (5.5), la premiére somme de (5.6) s’exprime en fonction de §7",
Na
Dol A < At 31 167" + v At ™o (5.7)
alors que la deuxiéme somme est donnée par

quv |Aa < Jludlly + Atod [[u®™|| o (5.8)
i=1
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Finalement, ’estimation de la variation bornée est égal a

Ng—1 No—1 No—1
oIS < D I+ Arl, Y167+ Ave|uby
=0 i=1 i=0

+AtBk|’uk’n+1Hoo + ‘ulgm-l-l _ulof,n’ +AtU§OHUk’nHom

ou l'avant dernier terme est définit par (5.6)-(5.7) et (5.8). On pose

"= m]?XBV(uk7"), H= Hl]?XBk, U= ml?xﬁk, E= m}gmxek,

I'inégalité du dessus devient

Frrl < FM(1 4 2At mnglgo) + AtEHl]?X (|1

[e.e]

H
A [ o+ At o o (5 40)
v

+ o,

k
oun= 2% est strictement positif. Grace aux lemmes (3) et (4) précédents, on déduit

que

Frl < pn [1 + 2Atmnglgo] + AtCy max ||u]g||1 + AtCy max ||u]5||OO

ou C; = Ed, et Cy = Hc + cmaxy, vlgo (% + 7]) + 71 sont des constantes strictement positives et

indépendantes de n. Par récurrence,

n n i—1
Frtl < po [1 + 2Atml?ka ] + AtDZ [1 + 2Atmngk }

o9 00
i=1

avec D = Oy maxy [[uf||; + Comaxy, ||uf]. Le terme 2maxy vk

déduit que le vecteur maxj UR™ est a variation bornée, c’est a dire

est strictement positive, on

F'"P < K FY + K, max uf |l + K3 max gl

N k k k
ol Kl — 62Tmaxk voo’ K2 — TcleZT maxy U, ot K2 — TC2€2Tmaxk V2 [

Le lemme suivant permet d’obtenir la variation bornée en temps de la solution approchée, pro-
priété nécessaire pour la preuve du théoréme de convergence.

Lemme 6 Soit uf € (L'([0,L]) N L>=([0, L])) et uf € BV([0,L]) alors, sous la condition de
CFL, on a

kn+1l uk,nHl

ml?XHu < I; mgx”u’é”oo

Lo max [ull1 + L3 max 6]l oo

pour tous n strictement positifs avec Ly, Lo et L3 des constantes positives indépendantes de n.
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Preuve : Pour alléger les calculs on pose hf’n égal a ﬁf’n + mf’n qui est positif sur toutes les
mailles 7, et & tous les instants n. La différence des solutions du stade de développement k a la
maille ¢ entre les instants n + 1 et n s’écrit, d’apres I'équation (5.5)

At At
ul'ﬂ,n—l-l o uk,n o _vf,n(uf,n o finl) o k.n (,Ul:c,n k‘,n)

i i " Aa
k 1 k 1
— Athi ot u; mtl

On prend la valeur absolue de cette derniére équation, puis on la somme sur les mailles allant de

1a N,
Na Ar L N
k k k k
Sl bt < TS "l Aty At
i=1 1=1
D’aprés les lemmes (3) et (5) et en supposant la CFL vérifiée, on a
Na
m]?xz Pt B < K PO 4 (K + Atmnglgod) max ublly + K3 max k]| o
i=1
ou toutes les constantes sont strictement positives. ]

5.3 Convergence L' du schéma VF.

Pour obtenir la convergence des schémas on se sert du théroéme de compacité d’Helly (Brezis,

1983).

Théoréme 2 Soit uf € (L'([0,L]) N L>([0,L])) et uf € BV([0,L]) pour tous k égal a e,l, f.
Soit les fonctions u’Z calculées par le schéma (5.1) sous la condition de CFL. Dés que les pas de
discrétisation tendent vers la valeur nulle alors on peut extraire une sous suite qui converge vers
uF et cette limite est solution faible du probleme (3.3)-(8.4)-(3.5) pour tous k égal d e,l, f.

Preuve : On démontre ce théoréme en deux étapes. Dans la premiére on prouve la convergence
du schéma, vers une limite qui est bornée et a dérivées bornées. Puis dans un deuxiéme temps,
on montre que cette solution vérifie

T rL
/0 /0 (90 + 0u0* (1. )k (¢, ) + Wt auh (1.)) 6(t.0) = 0 (5.9)

pour toutes fonctions tests ¢ dans I'espace de fonctions D([0, L] x [0,T]) avec h*(t,a) égal a
mF(t,a) + B*(t,a), pour k égal a e,l, et hf(t,a) donnée par m/(t,a).

Etape 1 : Soit WUIZ Iinterpolée de degré un de la fonction uZ Elle est définie sur le domaine
[0,T] x [0, L] par

Tk (t,a) = ubm 4 (uk’" — uk’")u + (uk’"Jr1 — ul-“’")t —
ALy 7 i+1 7 Aa 7 7 At
kol kndl K ko (@ — a;)(t —17)
(uih ™ =" = ") -

AtAa
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Cette fonction est bornée et continuement différentiable. D’aprés son expression et les lemmes
(5) et (6) la variation totale est elle aussi bornée

TV (k) = uatHuZHLl + | OaTTu ||
Nt—‘rl Na

tn+1 xi—%
I k
AaAt Z Z/tn /x#% |0:1TuA (¢, a)|dadt

=1 i=1
Nt+1 Na

tn+1 wi—%
Ik .
A(lAt Z Z/tn /:BH_% |8 UA(t,(l)|dadt

n=1 =1

A partir du théoréme de compacité d’Helly on en déduit qu’il existe une sous suite de HuZ qui
converge dans L' ([0, L] x [0, T]) vers u*. De plus, cette solution est telle que u* est dans I’espace
BV([0,L] x [0,T]) et u* est une fonction bornée en temps et en age.

Etape 2 : On montre a présent que la limite obtenue est solution faible. Soit la fonction ¢ dans
I'espace des fonctions C1([0,T] x [0, L]) & support compact. Elle est approchée sur le volume de

controle [t", "1 [x C; par
tnt1 T+
d dt,
/tn / 1 A At

pour tous ¢ allant de 1 & N, et a chaque instant n. On multiplie les équations du schéma VF par
Aa@] puis on somme sur toutes les mailles i et tous les instants n. Pour les équations du stade

de développement k, on a

Ni—1 Ng Ni—1 Ng
ZZA kn+1 kn ¢n+ZZAG kn iﬁn_ f_r; ic_n)(bn:
n=0 i=1 n=0 i=1
Ni—1 N,
=0 AaAthful T ) (5.10)
n=0 i=1
Le premier terme de cette somme est égale a
Ni—1 Ng Ni—1 Ng
kantl _ b, k 1 k0
I WD WA BV R SO
n=0 =1 n=1 =1

c’est a dire en utilisant les définitions des approximations

Ni—1 Ng

3N Aa(f - b mygr = - //uA ta)_i(ta’t_At)dadt
At

n=0 i=1

Ng L
- A0y b0 =~ [ ub@)6(0,0)da.
i=1 0

Le deuxieme terme de cette méme somme se décompose en

Nt_l Na Nt 1Na—1
kn kn k,n kn - kn kn n
Z ZAt(Uz‘ u; = v u ) ¢f = —At Z Z U i1 — o)
n=0 i=1 n=0 i=1
N¢—1 N¢—1
kn k.mn kn kn
+At ’UN 'LLN ¢Na — At ¢1,
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ou encore

N¢—1 Ng

3Aa
kn kn kn kn (t a)¢(t7a)
Z ZAt(Ui U — Uy 1 / /Aa Aa dt

n=0 i=1
T
k k (b(ta a + ACL) — ¢(t7 CL)
—/0 /0 v¥(t, a)u} (t,a) Ay dadt

F(t,a)uk (t,a)b(t, a)
/ / s Aa dadt.

Enfin le dernier terme de la somme est lui égale a

N¢—1 Ng

T L
ST AaambrEr g - / / B5(t+ At a)uk (t + At a)o (L, a)dad.
0 0

n=0 i=1

On fait tendre les pas de discrétisation vers la valeur nulle, I’équation (5.10) est égale a

T L
[ ] ) (0(0) + o 0)010(00) = Bt 0)o. o)) dadt
L T
- / b (@)6(0, a)da — / ok (2, 0)uk (2, 0)6(t, 0)dt = 0.
0 0

En appliquant une intégration par partie sur chaque terme on obtient la relation (5.9), u4, ulA

et u£ sont alors solutions faibles du probléeme (3.3)-(3.4)-(3.5).

5.4 Continuité des schémas par rapport aux parameétres.

On démontre ici d’autres propriétés sur le schéma (5.1) qui seront utiles dans I’étude numé-
rique des problémes d’estimation des paramétres du modéle Eudémis. Tout d’abord, on simplifie
les fonctions du modéle comme suit

Flta)=1, f5ta)=p%a), mi(ta) =m"(a)
pour k égal a e l, f. Dans ce cas, la CFL est satisfaite si le quotient % est dans l'intervalle
[0,1]. On note @*™ et u®™ les vecteurs obtenus a l'itération n par le schéma numérique VF avec
respectivement comme fonction ﬁz et ﬁz pour k égal a e, . On définit 'ensemble

KA:{ﬁ(a):ﬁly ZGCZ) Oéﬁléga \V/Zzl,Na}
Lemme 7 ] existe une constante positive C' indépendante de N, et N tel que
[us" = @™o < OB = BAlloos

ou BX et ﬁz sont dans Ka et la CFL est satisfaite. La constante C dépend précisément des
constantes 3, L, T et de la condition initiale uf.

Preuve : Soit € = |85 — 4%l et soit N; arbitrairement fixée. 1l suffit de montrer qu'il existe

une constante C' tel que

max ’ue ,n+1 ~§,n+1‘ < Ce.

Z
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. en ~e,n e,n e .
Soit £ = u;”" —w;", pour tous les n positifs, on a

At At

g = 61— 5+ e T~ AHAE + i (G- A).

En admettant que la CFL est vérifiée, cette inégalité devient,
EHL <€+ AFE + ALM |5 — Bl
ou {" = Max;|€"|. Par récurrence on a
€1 < €078 1 TMee”
Par définition, £° est nulle, on pose C égal a MTeTh. U

Soient M€ et M' les constantes positives tel que

max [uS"] < M® et max|ul™| < M
in in

Lemme 8 I existe des constantes positives Cq1 et Cy indépendantes de N, et Ny tel que
[ul ™+t — @ < C|Ba — Bhlloo + Call B4 — BAllo

ou (BX, BlA) et (BZ, ﬂNlA) sont dans K et la CFL est satisfaite. La constante C dépend précisément
des constantes B, L, T et de la condition initiale ¢.

Preuve : Soient ¢l = |84 — Bh|loo et € = [|8% — A% lloo- Il suffit de montrer qu'il existe une
constante C' tel que

l 1~ 1
max|u L@ < Crel 4 Coe
,n

On fait la preuve pour 7 égal a 1 seulement car dans les autres cas (i # 1) la preuve est identique

a celle faite dans le lemme (7). Soit 5 = ul ulln pour n supérieur ou égal & 1 on a

,n n At e en e ~ en \n n P
=g 1) +AtAaZﬁ = B — AHFEG " T (B — B).

Soit maintenant

e,n ~ €,
9" =max |u; —u; |,
(2

en admettant que la CFL est vérifiée, on a

NI ,n A n ~
& < Jey |<1—A—>+Awl|£l o+ AMY|F 5o

+ AmaZBegw + AtAaZ Me)3° = B%)lco-

D’apreés le lemme (7), on déduit

€7 (1 — AtAY) < 18"+ AtMY|B — Bl
+ (ALLBC + AtLM®)||8° — 5°)|oo.
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Par récurrence on a

1,0 1
L+l 13 TM 2l
TL3C+TLM® . -,
(1 - AtBl)Nt HB - 5 ”oo

En approchant (1 — At3)~N par eTBl, on a

In+t1 1,0, T3 A

S S e A [
+ (TLFC + TLM®)e™||8° = 3°|oo.
Par définition €40 est nul, on pose C; = TMLETP et Oy = (TLBC + TLMe)eTBl ||3¢ alors
In+1 = =

&7 < OB = Blloo + CallB° = oo

Lemme 9 I existe des constantes positives D, Dy et Dy indépendantes de N, et Ny tel que

lue™ ¥t — @™ oo < DllmG — mi |l

[l ™+t — @+ o < Diflmiy — rita oo + Dallmi — m |l

ol (meA,mlA) et (mg,mg) sont dans Ka et la CFL est satisfaite. La constante C dépend préci-
sément des constantes 3, L, T et de la condition initiale uf).

Preuve : La démonstration est équivalente a celle des lemmes (7) et (8).
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Deuxiéme partie

Estimation des parameétres du modéle
Lobesia botrana.
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Dans cette partie, on estime les paramétres du modéle Lobesia botrana annuel & partir de
données expérimentales. Les expériences réalisées en conditions controlées permettent de mesurer
le temps de développement de I'insecte dans les stades oeuf, larve et papillon, mais aussi le taux
de mortalité, le taux de fécondité et le sex ratio. Le temps de développement de la population
est calculé a partir de la distribution dans le temps des individus, c’est & dire a partir de la
dynamique temporelle de cette population. On dispose alors de données temporelles sur la dyna-
mique d’émergence, ou la distribution dans le temps de la premiére apparition du papillon, de la
dynamique d’éclosion, ou la répartition au cours du temps de 1’éclosion des L1 et la dynamique
de ponte qui correspond a la naissance des oeufs en fonction du temps. Des distributions en
age sont mesurées a un instant précis sur les chenilles. Ces mesures informent sur le temps de
développement du stade larve et chrysalide et donnent la répartition des larves en fonctions des
stades larvaires L1, & L5. A partir de toutes ces données expérimentales, on tente de définir les
paramétres du modeéle définit en (3.3)-(3.4)-(3.5). Ces mesures ont été obtenues dans des condi-
tions climatiques et environnementales constantes, les paramétres du modeéle Lobesia botrana
annuel se simplifient de la maniére suivante

,

FE®),a) =1, a€l0,LF], k=el, f,m,
F(E(t),a) = m*(a), acl0, L], k=e,f,m,
HPYt), E(t),a) = mi(a), ac 0,11,
BHE®),a) = %a), ac0,LF], k=el
BI(PI(t), P, E(t),a) = B/ (a),  a€]0,L7],

ot LF est I'age maximal de vie dans le stade de développement k. On suppose que ces fonctions
vérifient les hypotheses (H1)-(H6) données dans le chapitre 4 pour E(t) constant et égal a Ey.
On cherche simultanément, dans les chapitres suivants, le taux d’éclosion, le taux d’émergence,
le taux de ponte et les taux de mortalité.

FiG. 5.1: Elevage d’Eudémis de la vigne de I’'UMR INRA Santé Végétale basé a Villenave
d’Ornon (photo INRA ).
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Chapitre 6

Estimation du taux d’éclosion.

On souhaite déterminer dans ce chapitre le taux d’éclosion, 3¢, en fonction de 1’age des in-
dividus. On utilise alors les données expérimentales liées a la dynamique d’éclosion et obtenues
en enceintes climatiques. Cette expérience débute avec une population d’oeufs nés le méme jour
et consiste & mesurer le temps qui leur est nécessaire pour devenir des larves. On en déduit la
dynamique d’éclosion des jeunes larves en fonction du temps et la durée moyenne de développe-
ment d’un oeuf sous des conditions de 60% d’humidité et une température constante de 20°C. Le
développement de cette cohorte peut étre modélisé par I’équation aux dérivées partielles suivante

D (¢ a) + D (¢, a) = —F(a)uc(t,a), a€[0,L], tel0,T]
u®(0,a) = uf(a), a€l0,L] (6.1)
we(t,0) =0, tel0,T]

ol u® est la densité d’individus oeufs, L est ’age maximal de vie d’un oeuf et T le temps final
de I'expérience. On néglige le taux de mortalité dans cette équation car la quantité d’individus
décédant dans cette expérience est trés faible. La dynamique d’éclosion au cours du temps est
modélisée dans 1’équation suivante

L
Genn(t) = /0 8°(a)u(t, a)da, te[0,T], (6.2)

Ol Qegp est la donnée expérimentale. La condition de renouvellement de la population oeuf est
nulle & chaque instant par ce qu’il n’y pas d’introduction de nouveaux oeufs au cours de 'expé-
rience. On suppose que la donnée expérimentale vérifie la condition suivante

H 7 La donnée expérimentale qeyp est une fonction bornée, non négative par rapport a la variable
temps.

6.1 Formulation du probléme d’estimation.

On cherche le taux de transition ¢ satisfaisant 1’équation (6.2). La densité oeuf u® est déter-
minée dans le systéme (6.1) par le taux d’éclosion (3¢ et la donnée initiale u§. On cherche alors
un couple de fonctions (8¢, u€) vérifiant 1'équation (6.2). Pour arriver a cette fin, on formule un
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probléme de moindres carrés qui s’écrit

2
Mingecx 7 [ JiE Be(ayus(t, a)da — qexp(t)] dt,
ol u® est solution de

Gr(t,a) + G (t,a) = —p*(a)u’(t, a),
u®(t,0) =0, t>0,
u®(0,a) = uf(a), a€l0,L]

Le domaine K est I’ensemble des solutions admissibles et est donné par

K ={B(a) € L™([0, L]);0 < B < B < B}.
On note la fonction coit du probléme d’estimation J(3°) et © le domaine [0, L] x [0,T].
Théoréme 3 Le probléeme [P]; admet au moins un optimum.

Preuve : Soit d la borne inférieure de la fonction cotut telle que 0 < d < +o0. Soit {85}, ou n
est un entier non nul, une suite minimisante telle que

d<J(@) <dt (6.3)

ou la valeur de la fonction cotlit pour cette solution est donnée par
2

- /OT [/OL B¢ (a)ul(t,a)da — qeap(t)| dt.

La suite {0}, } appartient a l'espace K, par conséquent il existe une sous suite {3y, }r de {3}
qui converge faiblement vers 3* dans I'espace L%([0, L]). La densité u® est dépendante de la suite
{85, Jks on la note {ug, }x et est donnée par

_ [a e d
¢ (t,a) = wE(a — te” e OO sy
0 a<t

Cette suite est bornée dans l'espace L%(Q). La suite de fonctions By, converge faiblement vers
(* dans l'espace L?([0, L]), par conséquent,

/ng ds—/ B ($)X[a,a—1 ( dsm/ﬂ 8)X[a,a—1 (8 dS—/ G5 (s

La limite de la suite {uj, }x est donc égale a

€ —t —fsitﬁ*(s)d‘S’ > t7
e {8070 :

Finalement, la fonction cott au point f;, converge vers

I / { / 3, (a) ta)da—qexp(t)rdt

Pa—— [/ Fla ya)da — qerp(t)] 2 dt = J(8%),

et J(8*) = d avec (6.29). O
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6.2 Résolution du probléme d’estimation.

Le probléme [P;] consiste & minimiser une fonctionnelle quadratique sous certaines contraintes,
il est donc naturel de chercher & imposer ces contraintes au moyen d'un multiplicateur de La-
grange, transformant le probléme en un probléme de point-selle. Soient p la variable duale et S
le vecteur (u€, 3%,p) définit dans L2(Q) x K x L?(Q). Le Lagrangien s’écrit au point S

T L
L(S)=T(p°)+ /0 /O [Oru + Oqu’ + B°(a)u’] p(t, a)dadt.

D’apres les conditions de Karush-Kuhn-Tucker, le vecteur S*, qui est donné par (u*, 3%, p*), est
un optimum de £ si

DL(S7) _OL(S) _9L(ST) _
op  Oue  9pe

Le calcul de la dérivée premiére du Lagrangien par rapport a la variable duale p donne la
premiére équation du probléme d’évolution (6.1). En résolvant cette équation par la méthode des
caractéristiques, on obtient une solution explicite de u* pour tous t et a en fonction de 5*. Le
probléme adjoint est obtenu en dérivant le Lagrangien au point S* par rapport a «¢. Au point S
la dérivée s’écrit

aj .
< aue),v >r12(Q) = 8 ooV > — < (3tp—|—8ap—ﬂ p),v >r2(0)
L T
+ / (pv) (T, a)da + / (pv)(t, L)dt,
0 0

ot le calcul de la dérivée de la fonction coiit par rapport a la variable d’état u® est

8j T L L T L
8 o U >12(0)= 2/ </ ﬁeueda> </ ﬁ%da) dt — 2/ Qeap(t) Bvdadt,
0 0 0 0 0

quelque soit v dans l'espace L2(Q) tel que v(t,0) = 0 et v(0,a) = 0. Au point S*, on déduit le
probléme adjoint suivant

(6.4)

{_%p*(t7a) - %p*(tv a’) + ﬁ*(a)p*(a,t) = 2ﬂ*(a) <Qexp fO ﬂ* t a)da)
p*(T,a) = p*(t,L) = 0.

C’est un probléme d’évolution qui admet une solution exacte, on la trouve avec la méthode des

caractéristiques
. -2 e JE B g= () f*(s)ds, a > t,
p (t7a) = _fS ﬁ*(‘l')d‘l' * * (65)
-2 [ ek B*(s)f*(t)ds, a<t,
pour tous t € [0 T) et f*(s fo B*(a)u*(s,a)da — gezp(s). On a les formules explicites des

variables u* et p* de loptlmum S* qui dependent du controle g*. Déterminons, & présent, une
relation pour 5* en calculant la dérivée du Lagrangien par rapport & 5. Pour toutes fonctions
h dans Pespace L2([0, L]) telles que h(0) = h(L) = 0, la dérivée est

9L(S) 97 (5°)

8ﬁe ,h > >r2(0) =< Tﬁe,h >r2) T < u’p, h >12(Q)>
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ou

07 (5°)

< o

L
,h >r2Q) = 2 <uf </0 Buda — qemp(t)> ,h >12(Q) -

Le vecteur S* est un optimum du probléme [Pj] si et seulement si le gradient de la fonction
Lagrangienne est nulle & ce point. L’optimum S* satisfait alors I’équation suivante

L
2/ B (a)u*(t,a)da + p*(t,a) = 2qeqp(t), (6.6)
0

ou p* est donné par I'équation (6.5) et la variable u* est égale a
u*(t,a) = ug(a —t)e JaaB7()ds g s g

L’équation (6.6) est non linéaire par rapport au controle optimal 5*, il est donc difficile de calculer
analytiquement le taux d’éclosion pour cette observation.

6.3 Le probléme discret.

On cherche la solution du probléme [P;] a l'aide de méthodes numeériques. Pour cela, on
discrétise U'intervalle de la variable temporelle [0,7] en Ny + 1 points tels que

t" =nAt n=0,N,

ou At est le pas de discrétisation en temps. Le domaine en age [0, L] est décomposé en N, + 1
intervalles tel que
[OvL] :Ui[az‘_%vaﬂ_%[’ ’L'ZO,Na.

On note C; le volume de contréle & la maille 7 qui est donné par [ai_l,aﬂ_l [. Les mailles a;_1
2 2 2

sont calculées selon la formule

a;

1
:(Z‘_i)Aaa izlyNa_l

1
2

ot Aa est le pas de discrétisation en age. Les volumes de controle Cy et C'y, sont respectivement
égaux aux intervalles [0, %[ et [L — %, L.

On choisit d’approcher 1’équation hyperbolique du systéme (6.1) par un schéma volume finis
(VF)

e,n At e,n At
R U v e/ - R ST I G
i 1+ AtGE ’ o ’ 7
uf® =uf,;, i=1Na, (6.7)

ug’" =0, n=0,Nt,

ol uf’n représente I’approximation de la fonction u® sur le domaine [t",t"t1[xC; et ug ; est
la valeur moyenne sur le volume de contrdle C; de la donnée initiale uj. Les propriétés de ce
schéma ont été étudiées dans le chapitre 5 de cette thése. On a montré que la solution de ce
schéma converge vers la solution faible du probléme (6.1). A partir de ce maillage, on approche
la fonction coiit du probléme d’optimisation [Pj] de la fagon suivante

Nt Na 2
JA(Ba) = Atz AaZﬁieu?n _qup]
n=0 =1
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ou u?’n est calculé par le schéma VF, pour tous ¢ allant de 1 & N, et pour tous n allant de 0
a Ny, et qpy, est Papproximation de la fonction gy, sur le domaine ¢ € [t", "L, pour tous n
allant de 0 & N¢. On cherche la fonction Sa dans Iespace des solutions

KA:{/B(Q):ﬂU QECi, OSﬂZSB, Z‘:17]\7(1}
qui est Papproximation de l'espace des fonctions K. Le probléme discret de [P;] est

JA(Ba) = MingAGKAJA(gA)

ot u;™" est calculé pour i = 0, N, et n =0, N; par

[Pi]a =

en(l At)+uen At

en+l 1%7a P _

U, = 1+At6‘51 e« +=1,Na, n=0,Nt—1,
e,0 .

u;” =ug,;, ©=1,Na,

"=0, n=0,Nt

On étudie d’abord l'existence de solution pour ce probléme discret.
Théoréme 4 Le probléeme [Pi|a admet au moins une solution.

Preuve : Soit d la borne inférieure de la fonction coiit Ja(Ba). Soit {8k}, ol k est un entier
non nul, une suite minimisante appartenant a ’espace Ka telle que

1

d< Ja(BR) < d+ -

La valeur de la fonction coiit au point BZ est donnée par

2

Nt Na
k) = Atz ACLZ@ka’n(BZ) _qup )
n=0 1=1

ol uf’n(ﬁg) est la solution du schéma VF (6.7) pour Sa égal a ﬁz pour tous 7 allant de 1 & N,
et pour tous n allant de 0 & N;.

La suite {ﬂg}k est bornée, d’aprés le théoréme de B.W, on peut en extraire une sous suite, notée
{ﬁZ"}kn qui converge vers Fi. Cette limite est dans l'espace Ka. Le lemme (7) du chapitre 5
nous assure que

" (BA) — " (BA)] < CJBE - B| 0.

On déduit alors que

Nt T 2
= At Z Aa Z ﬁk ( qemp]
n=0 L

Nt Na
= At Z Aa Z ug ™ (BRBE = 87) + 57 (ug ™ (BR) — uf " (BR))

2
+Atz [AaZﬁ* om( qexp]

P At
k——4o00

2
Aazﬁ* e” qewp] = jA(ﬁ*A) =d. O

=0
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Dans le prochain paragraphe, on vérifie que la solution du probléme discret [Pj]a converge vers
la solution du probléme continu [P;]. Mais aussi que la valeur prise par la fonction cott discréte
a optimum converge vers celle de la fonction toujours & 'optimum mais du probléme continu.
On se donne, pour 'analyse numérique suivante, la borne uniforme de la fonction approchée de
Gexp qui est une constante positive notée Q.

6.3.1 Reésolution du probléme discret.

On résout le probléme discret [Pi]a avec une méthode de descente de Quasi-Newton. La
construction de ce schéma nécessite le calcul du gradient de la fonction cotit. On le calcule &
partir de la fonction Lagrangienne. Soient Aa la variable duale et S le vecteur égal a (Ba, ua, Aa)
ou

ua ={u"}, i=0,N,, n=0,Ny, et Aa={\'}, i=1N, n=0,N,.

Le Lagrangien s’écrit au point S

Nt Na 2
LA(S) =AY [Aa > B - qé‘xt]
n=0 i=1

Nt—1 N s A mo A
S S A I
A 1+ Atf¢ ’

n=0 i=1

On cherche la solution du probléme [Pj|a en calculant le gradient du Lagrangien. En effet, on
va voir que la dérivée du Lagrangien par rapport a la fonction fa est équivalente au gradient de
la fonction coiit.

Calcul du gradient du Lagrangien.

e,ng

i et al’optimum nous permet
0

La dérivée de la fonction discréte La par rapport a la densité
d’avoir une relation sur la variable duale Aa qui est donnée par

)\ﬂo—l _ ﬁ )‘Z)O—i—l + A0 (1 B %)
0 Aal+AtgE . "0 1+ AtE
Na
— 2AtAaf (Aa ) Bius™ — qls,), (6.8)
i=1

pour ig allant de 1 & N, et pour ng allant de NV; a 1. On pose f le vecteur de taille N, égal
au vecteur de la variable duale définie a I'instant N;. La fonction f est supposée bornée par la
constante F'. On montre dans le lemme suivant que les variables duales A} pour i allant de 1 &
N, et pour ng allant de Ny — 1 & 1 sont uniformément bornées.

Lemme 10 Sous la condition CFL du schéma (6.7), il existe une constante positive N > 0 telle
que
|>‘ZL|§N7 Z':]‘?NCH n:()’Nt,

Preuve : On montre d’abord I'inégalité & l'instant N; — 1. En supposant que la condition CFL

(% est dans l'intervalle [0, 1]) est vérifiée on a
At | f; At .
’)\évt_l‘ < _M + (1 N _) |fz|
Aal+ AtS Aa’1+ Atp

Na
+2AtAaf | Aa Y ™ + gl
j=1
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pour ¢ allant de 1 & N,. La constante [ est la borne positive inférieure de la fonction 3.
L’inégalité du dessus se simplifie et on a

F
Ny—1
A 151

m + 2(Aa) ﬂ (LﬂM + Q) — F

Aa—0

ot M est la borne supérieure de u;" pour ¢ allant de 1 & N, et pour n allant de 1 & N;. En
posant N = F, la relation du lemme (10) est vraie pour tous ¢ allant de 1 & N, et a I'instant
Ny — 1. On admet que l'inégalité du lemme est vérifiée jusqu’a l'itération n, c’est & dire qu’on a

|)‘?|§N7 izl,Naa

on montre que cette inégalité est encore vraie a l'instant n — 1. En s’appuyant sur les calculs
pour l'estimation de la variable duale a 'instant Ny — 1 ci-dessus, on a

+ 2AtAaB(LAM + Q) —— N,

n—1
|)\ | — 1+ Atﬁ Aa—0

pour ¢ allant de 1 & N,. En posant N = F, la relation du lemme (10) est vraie a l'instant n — 1.
Par récurrence, on déduit que le lemme est vraie sur toutes les mailles 7 et tous les instants

n. O

Soient les vecteurs A" et A™ calculés a Iitération n a partir de la relation (6.8) avec respectivement
(Ba,un) et (Ba,ua). On donne le lemme suivant

Lemme 11 Sous la condition CFL du schéma (6.7), il existe une constante positive & telle que
ol B et BA sont dans Ka.

Preuve : Dans un premier temps on montre la relation du lemme 11 a l'itération Ny — 1

ANl 3N At )‘f\—:fl )‘ﬁﬁ ]
v T Aa |1+ At3e . 1+At e
Ny 3 Ny
+(1- ﬁ) AT
Aa’ |1+ ALBS 1+ AtS¢
Na Na
—2AtAa | F5(Aa) Brug™ —qly) = B (Aa Y Brap — qé&)] :

i=1 i=1

Les deux premiers crochets de cette équation s’annulent car la valeur des variables duales a
I'instant V; est identique. Le dernier terme de cette équation se décompose de la maniére suivante

AN AN = 9AtAa

Na
Qexp(ﬁe ﬁf) + Aaﬁf Z(ﬁe ﬁe) e, Nt]

1=1

— 2AtAa

Na
Aafe > B g™ —ag™) + Aa(Bg — ) Zﬁe eNt]

i=1
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On prend la valeur absolue des deux membres de cette équation que 'on majore sur toutes les
mailles i. A partir du lemme (7) démontré dans le chapitre 5 de cette these et sous la condition
CFL du schéma (6.7), on montre l'inégalité du lemme 11 a U'instant Ny — 1

[ANeTE AN o < €)1Ba — Balloo

ot & est égal a 2Aa? [Q +2LMf +L52C']. On suppose a présent que la relation est vraie a
I’itération n, 3 3
A" = Xloo < pllBa = Balloo,

ol 4 est une constante strictement positive. Montrons que I'inégalité du lemme 11 est satisfaite
a l'itération n — 1. Sous la condition CFL du schéma (6.7), on a

AP x| < At i1 - ?Jrl~
Aa [T +AB, 1+ At

At A7 A
+(1-——) - U
Aa” |14 Atf 1+ Atge

Na Na
+2AtAa |85 (Aa > Brus™ — ) — B (Aa > Bras" — gl (6.9)
i=1

i=1

On estime simultanément les 3 termes a droite de cette inégalité. Le premier terme est égal a

zn-l—l 5\Zn—l—l n \n 1
_ SN P U R VN L N
‘1+At§1 1+Atgﬁ_|”1 “m1+Atﬂ1
1 1

+ A7 ~ _
T AL, 1+ A,

Les fonctions G et BA sont dans ’ensemble KA, par conséquent on a l'estimation suivante

1
14 Atp’

< ullBa — Balloo-

n N -
sup |5 | < X - W

K@M11+Atﬁ1_1+Afﬂl

Cette estimation s’applique pour le deuxiéme terme de I'inégalité (6.9), on cherche a présent une
estimation pour le troisiéme terme. Pour cela, on s’appuie de la méthode d’estimation utilisée
pour la preuve de ce lemme a l'instant Ny — 1. Le troisiéme terme de l'inégalité (6.9) est donc
majoré par 7n||fa — BAHoo ol 7 est une constante positive. On déduit alors que

X = XYoo < €]1Ba — Balloo

ou & = 2u+n. Par récurrence, on montre que I'inégalité du lemme est satisfaite & chaque instant

n. O

La dérivée du Lagrangien par rapport a la variable duale nous donne, a 'optimum, les équations
d’état du schéma (6.7), c’est a dire

e,ng At e,no At
eno+l _ Ui (1 - R5) +uY s

10 1+ At ieo ) i0:17Na7 710207Nt—1

u
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Par conséquent, a 'optimum, le Lagrangien s’écrit

Atz AaZﬁe* SMBR) — ¢y (6.10)

ot §* est 'optimum donné par (8%, ul, ) et u;" (1) est obtenu en résolvant les équations
d’état du schéma (6.7) avec FX. L’équation (6.10) est égale a la fonction cott discréte Ja(BR)-
Donc en calculant la dérivée du Lagrangien par rapport & la variable 8a, on calcule le gradient
de la fonction cofit, et qui est

aﬁA ol en Al e, €n n Tn(l_%)
= 2AaAt Y uf"(Aa  Bui" - ql,,) +ZAM L Aa/

0By = P (1+ Atp5)?
aﬁA e,n e,n uzen(l_ )+A e—n .

= 2AaA (A Cu — ALY a_t =2 N,
B¢ a tzu “Z qexp + Z 2 1+ Atﬂf) v ’

n=0

On note ce vecteur g = {%Tﬁ}izl,Na-

Propriétés de la Hessienne.

On étudie les propriétés de la Hessienne c’est & dire de la dérivée seconde de la fonction La-
grangienne par rapport a la fonction A utiles pour la preuve sur la convergence du schéma de
descente de Quasi-Newton. Soit un sous ensemble de Ka ouvert, D, qui contient un minimum
local B} de LA(S). Le calcul de la Hessienne est

g—gé = 20Aa?At Nl "uS", i =1,Na, i,
J en(l_ﬁ) At en (611)

ai ’ N + Ra a ;i .
o = 280’ At Y (uf ") = 2087 Y N (PR t), i =2, N,

Pour la preuve des deux lemmes suivants, on pose les constantes M > 0, et N > 0 telles que
W< M, AN'<N, i=1,N, n>0.

Lemme 12 Sous la condition CFL du schéma (6.7), la fonction Lagrangienne LA est deux fois
différentiables continues sur D par rapport a Pa.

Preuve : En supposant que la condition CFL du schéma (6.7) est vérifiee, on montre que la dé-
rivée seconde est bornée en tous points. ]

On note

Na
[Alloc = max Z|az‘j|,
-1

1<i<N,

la norme infinie associée & une matrice A définie dans RVe*Na. Soit D, 'ensemble donné par

De ={B€ R, (|6 = BAlloo < 1} € D.

Lemme 13 Sous la condition CFL du schéma (6.7), la fonction (B?T‘JA est localement Lipschit-

zienne en S5 € De, .
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Preuve : Soient les vecteurs S et S définis respectivement par (8a,ua, Aa) et (Ba,@ia,Aa). On
souhaite montrer I'existence d’un constante positive L telle que la relation suivante soit satisfaite

129 (5) — 29 (3)llo < LIIBa - Balls B, Ba € De.
tJoIN A

Dans un premier temps on estime cette quantité en valeur absolue pour tous les ¢ et 7 allant de
1 a N, ou ¢ représente l'indice des lignes et j celle des colonnes. Pour ¢ différent de j, on a

dg; o il
L(S) — =25(5)] < 2Aa2At L T T Th
Nt
< 20aAEY ST (U - aE) A (" - A,
n=0
Ny _ ~
< 20a*AtY [MCIB; - Bl + MC|3; - 5|
n=0
< AAGPTMO|B — B o (6.12)
Pour ¢ égal & j, on a
0g; dg; N
() = =5 (9) < 2A8a°At Y | (uf™ — ™) (uf" + A"
|6ﬁf( ) 3@-@( )| n;l(z i) (u; il
Nt ue,n-‘,—l S\n
2AL? Y P o (1) S o] P S
+ A N N e T S Ay
1 1

in~en+1
+ Ay, |

(L+ALB?2  (1+ Atfe)? |

Soit en utilisant le lemme (7) du chapitre 5 de cette thése et le lemme (11) de ce paragraphe, on
a

0gi
oJes

o dg;
oJes

| =22 (9) (S)| < 4AGPTCM||B = Blloe + (18 — Blloo (2AaTEM)

+18 = Blloo(2AaTCN) + 2N M. (6.13)

On fait la somme sur toutes les mailles i et on se sert des résultats (6.12) et (6.13), on déduit
que

N
3 |§Z’ (S) - ggz (9)| < [AAGLTMC + 2AaTEM + 2AaTCN] |18 — Blloc
=1 ‘

+[2NM] 18 = Blloo-
En posant L égal & AAaLTMCH2AaTEM +2AaTCN 42N M qui est une constante positive, on
démontre le lemme. O
Algorithme de descente de Quasi-Newton.

Cette méthode consiste a construire une suite 62, ou k est un entier non nul, qui converge vers
Ioptimum G} du probléeme [Pi]a. Pour cela, on se donne un point initial ﬁg, puis on calcule la
direction de recherche selon la formule

dk _ _Bk_lgk,
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ot By, est une approximation définie et positive de la Hessienne et ¢* le gradient calculé au point

52. Une ligne de recherche est ensuite utilisée pour trouver un nouveau point BZH :

BAT =R = AB ", A€ (0.1] (6.14)
tel que
Ja(BR™) < Ja(BR) +a(g")'d", a€(0,05).
Finalement, la condition d’optimalité ||g(B%)|| = € est vérifice, oil € est la tolérance du gradient.
Quand Poptimum n’est pas trouvé, By est mis & jour via la formule BFGS suivante

Biss'B,  yyt
sT'By.s yl's’

By +— B —

ol s et y sont donnés respectivement par ﬁg"’l —ﬁg et g*t1—gF. Une autre direction de recherche

est alors calculée pour commencer la prochaine itération.

Théoréme 5 Soit la fonction codt définie dans [Paly. Soient la matrice By mis a jour par la
formule BFGS et la suite ﬁz générée par lalgorithme QN. Alors, pour v € (0,1), et sous la
condition CFL du schéma (6.7), il existe une constante positive € et o tel que si

B € B(BAse) € D

et
99
By — ——(Bx <
la suite ﬁg est bien définie et converge linéairement vers 3 avec
1B = BAlloo < VISR — BAlloo- (6.15)
preuve : Soit I’ensemble N définit par
N, N, 99
N ={B e R x R™[[|B — o=—(Ba)| < o}
9P
On montre que la relation (6.15) est vraie pour k nul.
1 * 0 * —1 oL 0
BA = Ba = Ba = Ba = ABy o
Ba
P’L* By
=-ABy (AR = BA) (5 —

oL’ oLt LT
IBa  9Ba O3

—ABy [ (Ba - /32)] :
On calcule la norme L*° de cette derniére équation. On prend A égal & 1 et By dans 'ensemble
N alors par le lemme de Banach (Dennis et al. 1983, th 3.1.4] la matrice By est inversible et on

a 'estimation
1By 'l < ba.

De plus le lemme (13) de ce paragraphe nous donne

/ 0 / / /
l9(Ba) — 9(Ba) — ﬁ(ﬁZ)(ﬁA = Ba)lleo < Lmaz([|Ba — Balloo; [18a — Balloo)l8a = Balloo
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ot Ba et B sont dans D,,. On pose € = maz(]|Ba — Billoos |8x — Billoo), on a

o*L”
18A — Ballo < 118X — Ballsol| By lHooHaﬂ Bo)|loo
A
oL i oL * 9°L”
oba 0P
< (byo + szeW& — BAlls

+|M31HmH (B2 = BA) oo

Si on choisit € et o suffisamment petit tel que
ba(o + Le) <w

alors
IBA — BAl < vIBR — BAl <

et ﬂlA € B(fBA;€). En appliquant cette démonstration a tous les rangs k, on montre le théoréme.[]

La solution du probléme discret converge vers la solution du probléme continu.

Soit 7 l'interpolée de degré 1 de la fonction Ga de l'espace KA obtenue par 'algorithme de
descente (QN). On construit la fonction telle que

w0alai) = Bi, et 7whal(ait1) = Biy1, ©=1,N,,

soit
Bi — Bit+1

A — Q41

m0a(a) = (a —a;)+ B, i=1,N,.

Clairement, la fonction 7(8a est dans I'ensemble K. On souhaite que cette fonction vérifie la
propriété suivante

— 0.
[m8a — Blloo Ao
Pour avoir la convergence, on s’appuie sur le théoréme de Rellich-Kondrachov qui nous donne
I'injection compacte de I’espace W1([0, L]) dans I'espace C([0,L]) : c’est a dire que de toute
suite bornée de W1([0, L]), on peut extraire une sous suite qui converge dans C([0, L]), de plus
la limite est dans W11([0, L]). Il nous faut alors montrer que 9,73 € L'([0, L]) :

ouis @l = [ 1570 a0 = B2y g, < 20,
et que 78 € LY([0, L]) :
_ Bz 51—}—1 ) )
Iros(@ls = [ 2R 0 4
<1ﬁz ﬁ2+1‘L2 ’ ﬁz+1’2L+BL<ﬂL

T 2 a; — a4 a; —
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La valeur de la fonction cotit du probléme discret converge vers celle du probléme
continu a 'optimum.

On note mua linterpolée de la solution uf’"(ﬁA) en tous les points ¢ et n du maillage et 78
interpolée de la solution optimale BX. D’apres le théoréme (2) du chapitre 3 de cette thése, on
a

T rL
t —u(t dadt 0.
[ [ imuatt) = utt.ldodt o——

De 14, on déduit

Théoréme 6 Soient 5° la donnée initiale du schéma (QN) dans Uespace K et la fonction codt
du probleme [Py]. Dés que les pas de discrétisation Aa et At tendent vers la valeur nulle, on a

k
|Ja(Ba) = J(B7)] —— 0.
k—o0
Preuve : On décompose la preuve en deux étapes. La premiére étape consiste a montrer que la
suite {JX (BX)}, construite a partir de la suite {85} converge vers JX qui est la valeur de la
fonction cott discréte a 'optimum 3 . Pour cela, on utilise la méthode de la preuve du théoréme
(4), et on a

Nt
Ja(BR) = Atz

n=0

Na 2
Aa Z Bf,Auf’n(BZ) - q?xp]

i=1

Nt Na 2
p—— ALY Aa> B aus"(BR) — q;‘xp] = Ja(BA)-
n=0 1=1

On montre ensuite que JA (54 ) tend vers J(3*) lorsque les pas de discrétisation en dge Aa et en
temps At tendent vers 0.

Nt
)~ A
JA(BA) tn§=:o/t

Nt
~ ALY /
n=0"1
Na
[Aa; /CZ B (a)u(t,a)da — gezp(t)

Nt
+ At Z
n=0

2

e OT [ /0 ¥ 5 (@)ult, a)da — qexp(t)] dt = J(3"). =

tn+1

Na 2
Aa Z/ wBA (a)Tua(t,a)da — qewp(t)] dt
i=17Ci

tn+1

Na 2
[Aaz /C_WZ — B%)(a)Tua(t,a) + B*(a)(Tua — u)(t, a)da,] dt
i=17Ci
2
dt

tn+1

tn
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6.3.2 Algorithme de résolution.

La programmation est faite sur le logiciel Absoft. On se sert de la librairie IMSL pour résoudre
le probléme d’optimisation. Parmi les routines disponibles, Uming est dédiée & I’algorithme de
quasi-Newton. Les solutions obtenues avec cette routine prennent des valeurs négatives. On choi-
sit alors d’utiliser le programme BCONG qui permet 1'ajout de contraintes sur le controle. La
solution est calculée telle qu’elle soit définie dans un domaine précis. On prend le domaine [0,
+oo|. Il existe aussi la routine BCONF pour la minimisation avec contraintes sur la solution
cherchée. La différence avec BCONG est que le gradient est calculé & partir d'une méthode de
différences finies. L’utilisation des ces deux routines sur un méme calcul permet de comparer les
solutions obtenues et de rectifier le calcul du gradient dans BCONG si besoin est. On pourrait
utiliser la routine BCONF pour tous les calculs, mais celle ci est coiiteuse en temps de calculs.
A chaque itération la routine BCONF calcule la valeur de la fonction cott autant de fois qu’il y
a d’inconnu. la routine BCONG appelle & chaque itération une fois la fonction coiit et une fois
le gradient. En gardant des pas de temps et d’age petits, et un nombre d’itérations raisonnables,
la routine BCONF donne rapidement la solution optimale.

L’appel de cette routine est possible & condition de définir dans deux sous programmes le calcul
de la fonction cott et le calcul du gradient de la fonction cotit. Pour corréler I’ensemble, on ajoute
deux autres programme pour calculer la valeur de la densité uf’", pour ¢ allant de 1 aN,, et pour
n allant de 1 a Ny, et la valeur de la variable duale A}, pour ¢ allant de 1 aN,, et pour n allant
de 1 & N¢. Ainsi, le programme fonctionne de la maniére suivante

1- Initialisation du vecteur ﬁg,

2- Calcul de la densité oeuf u} avec le schéma (VF) donné en (6.7),
3- Calcul de la variable duale Aa avec le systéme (6.8),

4- Calcul du gradient g = {gﬁ%

A
5- Calcul de ﬁg avec la formule (QN) donnée en (6.14). Puis on reprend a I’étape 2 jusqu’a ,

arrét de ’algorithme.

6.3.3 Reésultats numériques.

On résout numériquement le probléme [P;] avec l’algorithme décrit dans le paragraphe pré-
cédent. Pour cela, on fixe le pas d’age et celui en temps & 0, 1. L’adge maximal de vie est pris égal
a 10, et le temps maximal des observations est fixé & 10. La condition initiale de la densité oeuf
est donnée par la fonction gaussienne suivante

1
ut(a) =e 55 qeo,1). (6.16)
La population oeuf est 4gée en moyenne d’1 jour au début de 'expérience.

On cherche Poptimum (¢ de la fonction cotut tel que J(5¢) soit nulle. Autrement dit, on sou-
haite trouver un ¢ tel que la dynamique d’éclosion calculée a partir de I’équation (6.2) avec ce
taux d’éclosion soit exactement la dynamique d’éclosion expérimentale ge.,. Pour parvenir a ce
résultat, on se construit une dynamique d’éclosion expérimentale en résolvant ’équation (6.2)
et le probleme d’évolution (6.1) avec un taux d’éclosion donné ., puis et l'on 'utilise dans

Ialgorithme de minimisation pour trouver la solution de [P], notée 35,,.
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A partir d'un taux d’éclosion prenant la forme d’une fonction gaussienne (courbe noire du graphe
(a) de la figure (6.1)),

_(a=T7\2
Beala) =5,
et de la condition initiale précisée en (6.16), la dynamique d’éclosion expérimentale est une
fonction gaussienne dont sa représentation graphique est la courbe noire du graphe (b) de la
figure (6.1). L’algorithme de (QN) trouve pour cette dynamique expérimentale le taux d’éclosion
tracé en bleu sur le graphe (a) de la figure (6.1).

(a) (b)

304 0.25

0.264

0.15{

0.164

0.05

| LA N N

age (jours) Temps (jours)

FiG. 6.1: (a) : Taux d’éclosion en fonction de l’dge. La courbe noire représente le taux
exacte et la courbe bleue est le taux d’éclosion estimé par l'algorithme de (QN). (b) :
Dynamique d’éclosion en fonction du temps. La courbe noire et la courbe bleue sont
obtenues en calculant I’équation (6.2) avec respectivement le taux exact et le taux estimé.

Cette solution est oscillante sur le domaine en age [6,8] et est nulle en dehors de cet intervalle.
La dynamique d’éclosion calculée avec ce taux estimé est superposée a la dynamique d’éclosion
exacte sur le graphe (b) de la figure (6.1). Bien que le support des fonctions g, et 55, est iden-
tique, ces fonctions ne se confondent pas. Par conséquent, ces résultats montrent que le probléme
[P1]a n’admet pas une unique solution.

On présente ci-dessous un deuxiéme résultat sur I'estimation du taux d’éclosion. La fonction gegp
est calculée avec le taux d’éclosion et la donnée initiale suivante

a—6

° (a) = e (s )2, ug(a) = e_(%F, a € [0,L].

ET

La population oeuf est composée, au début de l'expérience, d’individus agés de 4 a 6 jours.
L’éclosion de cette population commence tres to6t comme le montre la courbe noire sur le graphe
(b) de la figure (6.2). Pour cette dynamique d’éclosion, la solution obtenue pour le probléme [P ]
est donnée en bleu sur le graphe (a) de la figure (6.2).
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(a) (b)

0.40f
035]
030f
025]
0.20f
0.15]
10] 0.10f

05 0051

T T T T T LA L A I AL S S S B S A W
i1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 T 2 3 4 5 6 7T 8 9 10

age (jours) Temps (jours)

FiG. 6.2: (a) : Tauz d’éclosion en fonction de l’dge. La courbe noire représente le tauz
exacte et la courbe bleue est le taux d’éclosion estimé par l'algorithme de (QN). (b) :
Dynamique d’éclosion en fonction du temps. La courbe noire et la courbe bleue sont
obtenues en calculant 'équation (6.2) avec respectivement le tauz exact et le tauz estimé.

Le probleme d’optimisation n’a pas d'unique optimum pour cette donnée expérimentale.

La dynamique d’éclosion d'une cohorte oeuf sous la forme d’une fonction gaussienne est mo-
délisée dans le modele (6.1) pour, au moins, deux valeurs de la fonction taux d’éclosion 3¢. En
fonction de I’étude qu’on souhaite faire sur la dynamique des populations Eudémis avec le modéle
mathématique, on peut utiliser un de ces taux d’éclosion. Par exemple, pour une étude de ces
populations en fonction du comportement des individus, on choisira le taux d’éclosion oscillant
pour avoir les ages précis d’éclosion alors que pour une étude sur la taille de cette population au
cours du temps on utilisera le taux d’éclosion gaussien.

D’ou1 viennent ces oscillations ?

Il y a plusieurs explications sur l'origine de ces oscillations. La premiére est que 1'observation
qu’on s’est construite geyp est une approximation de la valeur réelle. En effet, pour calculer la
dynamique d’éclosion a chaque instant ¢, on utilise la valeur approchée de la densité oeuf ut, (¢, a)
qui est donnée par le schéma (6.7), c’est a dire qu’on a u™P ~ u®*. La dynamique expérimentale
utilisée dans I'algorithme de descente est différente de geyp,

L L
qeil?p(t) - / B:muzgv(ta a)da ~ / ﬂ:wupr(ta a)da = Qemp(t)
0 0

La deuxiéme raison est que la solution donnée par le schéma (QN) est une approximation de la
solution exacte. L’algorithme de minimisation calcule & chaque itération k 'optimum tel que
2

Ming /OT [/OL Bku(t, a)da — q;xp(t)] dt

ot v est la valeur approchée de la densité oeufs u® calculée avec BF. Quelque soit lorigine
de l'erreur numérique, 1’algorithme de minimisation a pour objectif de trouver une solution
tel que geqp s'identifie & fOL Bv(t,a)da. L’ajout d’informations supplémentaires sur la donnée
expérimentale ge, ou la modification compléte de cette donnée, par exemple une distribution de
la population en fonction de ’dge & un instant, permettrait de trouver un unique taux d’éclosion.
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Cas particulier o1 on a unicité de la solution.

On présente deux exemples on la solution du probléme [P;] est unique. La dynamique d’éclosion
Jexp €st une fonction gaussienne construite a partir du taux d’éclosion suivant

°(a) = e_(ao%g)z, a € [0,L].

ET

La condition initiale est une fonction créneau égale a 1 sur l'intervalle [0,1] dans le premier
exemple et une fonction Dirac en I'age 1 dans le deuxiéme exemple. Les taux estimés par 'algo-
rithme de Quasi-Newton sont représentés en bleu sur la figure (6.3). Ces courbes coincident avec
la valeur exacte du taux d’éclosion donné au dessus.

(a) (b)

0.8 0.8
0.6 0.6
04 04
0. 04
0 T T T T T T T T T T T T T T T T
1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 4 5 6 1 8 9 0
age (jours) age (temps)

Fia. 6.3: Tauz d’éclosion en fonction de l’dge. La courbe noire représente le taux exact
et la courbe bleue est le taur d’éclosion estimé par 'algorithme de (QN). (a) : La donnée
initiale est une fonction créneau égale a 1 sur l'intervalle [0,1]. (b) : La donnée initiale
est une fonction Dirac en l'dge 1.

Le probléme d’estimation [P;]a d’un taux d’éclosion gaussien a partir d’une dynamique d’éclosion
gaussienne est unique quand la donnée initiale de la densité oeuf est une fonction constante.

6.4 Reégularisation de la solution.

On souhaite obtenir une unique solution pour le probléme [P;] quelque soit la valeur de la
donnée initiale de la densité oeuf uf. Pour cela, on va imposer des conditions de régularité sur
la solution cherchée en pénalisant la fonction cotit J. Le probléme d’estimation devient

[P] =  Mingeer [F(8°) = T (8% + ul| 313 + nl|0a5°|13]

ou J () est la fonction coiit du probléme [P;] et p et ) sont des constantes positives plus petites
que 1.
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Résolution du probléme d’estimation continu.

La fonction Lagrangienne s’écrit pour ce nouveau probléme

, T L
L(S)=F(B) + / / p(t, a)[Bus + Out + B¢ (a)u]dadt
0 0
= H(S) + p|| 8°13 + nl19a 513

ou S est le vecteur (3¢ u, p) et H(S) est la fonction Lagrangienne du probléme [P;] donnée par

H(S) =J(B°) + / / (t,a)[0pu® + Oqu® + [¢(a)u|dadt.

Les dérivées de la fonction £ par rapport a la variable duale p et par rapport a la densité u® au
point S* sont les dérivées du probléme [P;] et sont égales a I’équation hyperbolique du systéme
(6.1) dans le premier cas et le probléme duale (6.4) dans le deuxiéme cas. La dérivée de la fonction
Lagrangienne £ par rapport a 3¢ est,

oL (9) OH(S) Lo L 2e
a3 ,h>L2(Q) =< a5 ,h>L2(Q) —I—Z,LL/ ﬁhda—Qn/O tha
op° ape
+ 205 (L)(L) = 2= (0)h(0)

pour toutes fonctions h de l'espace L2([0, L]) ot le domaine € est égal a [0, L] x [0, T]. La dérivée
de la fonction H par rapport a (3¢ est

OH(S L
8[56 ) h>p20)=2<uf </0 BuCda — qexp(t)> +pu,h >p2q) -

Le calcul du gradient de la fonction Lagrangienne £ & Uoptimum S* nous permet d’établir
I’équation suivante pour l'estimation du taux d’éclosion (5%,

2u*(t,a) f*(t) — 2u*(t,a) [ e I 0" 5% () f*(s)ds + 2u% (a) — 20 %L (a) = 0,
% (L) = %(0) =0,

pour a et ¢t définis dans respectivement [0, L] et [0, 7. Les fonctions u* et f* sont données par

e(q _ —ffft B*(s)ds L
ut(t,a) = {go(aa i): C 0zt ey = ( /0 8 (s)u*(t, 5)da — qexp(t)> .

Résolution du probléme d’estimation discret.

On résout le probléme [Pl]/ de maniére numérique en utilisant les méthodes d’approximation
développées pour le probléme [P;]. Le Lagrangien du probléme d’optimisation avec pénalisation
de la fonction coiit s’écrit sous la forme discréte

LA(Sa) = Ha(Sa) + pllBAl3 + nll0aB4 3.

L’approximation de la fonction H est notée Ha et est égale a la fonction Lagrangienne LA du
probléme discret [Pi|a

2
Atz Aaz ; en_qup]

Nt N s A
+Zi)‘n uen ug"(1— RL) +u" £
1+ Atf¢ ’

n=0 i=1



tel-00405686, version 1 - 20 Jul 2009

6.4 Régularisation de la solution. 95

ol A\a est la variable de Lagrange définie par {\!'} pour i allant de 1 & N, et pour n allant de 0
a Ny et Sa est le vecteur (5%, u%,Aa). La dérivée de EIA par rapport a la variable d’état u$ et a
loptimum donne le systéme (6.8) du probléme [P;]a et la dérivée de cette fonction par rapport
a la variable duale donne & I'optimum le systéme (6.7). Seule la dérivée par rapport au controle
BA change

OLA(Sa) _ OHA(Sa)
B, B,

)

Bieo-l-l _ 251'60 + ieo—l)

+ 2pAaf; — 4n( IN"

pour iy allant de 1 & N, avec

Nt Na Nt en At At emn
aHA(SA) en en u;’ ( - A_) + A_ui7—1
———— =20aAt Y u;"(Aa ) Biui" —qr,,) + AN} e .

o 2 P ) 2 AN

L’algorithme de Quasi-Newton s’écrit pour le probléeme d’optimisation [P;]

OHA(SA)
ope

K1 k

82 e,k
Bt — 22uAaB B + 40 ( S| B, (6.17)
pour k positif, A définit dans [0, 1] et By est une approximation définie positive de la Hessienne.
La dérivée seconde de la fonction E,A par rapport a (83 est

4 .
+ 2plAa + —AZQ’ ip =1, Na,

O2LA(SA)  9PHa(SA)
0B? 082

oti la dérivée seconde de la fonction Ha par rapport a 8% est donnée dans (6.11) et 2uAa + ﬁg
es strictement positif. La Hessienne a les méme propriétés que la Hessienne du probléme de mini-
misation [P;]|a, a savoir que c’est une fonction bornée et localement Lipschitzienne a optimum.
D’aprés le théoréme (5), le schéma Quasi Newton construit pour le probleme [P;] converge vers
un optimum g} .

Le troisiéme terme a droite de 1’égalité de I'équation (6.17) permet une convergence plus rapide
vers I'optimum alors que le dernier terme réduit les irrégularités de la solution a chaque itération.
La solution obtenue pour ce probléme de minimisation est une approximation de la solution du
probléme [P;], & condition que 7 et p tendent vers la valeur nulle.
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Reésultats graphiques.

On applique l'algorithme de résolution définit au paragraphe (6.3.2) précédent avec la formule
(6.17) pour obtenir une solution numérique au probléme d’estimation du taux d’éclosion [P;]".
La dynamique expérimentale ey est construite a partir de 1’équation (6.2) et du probléme
d’évolution (6.1). La condition initiale sur la densité oeuf et le taux d’éclosion sont pris égaux a

ug(a) =e 8»;251’)2, Bez(a) = e_(ao%56)2, [0, L].

ou L est fixé a 10. Les pas de temps et d’age sont de 'ordre du dixiéme. La fonction g, est une
gaussienne centrée au 5éme jour aprés la naissance des oeufs et est donnée en noir sur le graphe
(d) de la figure 6.4. La solution du probleme [P;]" est obtenue pour différente valeur de 7 et de

Lb.

0.6
05
04 04
0.3
0. 0.4
0.H
0 T T T T T T T T T T T T T T T T T
1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 4 5 6 1 8 9 0
age (temps) age (temps)
10 0.25
0d] (© (d)
0.8
0.201
0.H
081 0.15
05
04 019f
0.3
0 0,05
0.H
T 00— T
1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0
age (temps) Temps (jours)

FiG. 6.4: (a), (b), (c) : tauz d’éclosion en fonction de ’dge. La courbe noire représente
le tauz exact et la courbe bleue est le taux d’éclosion estimé par l'algorithme de (QN).
(d) : dynamiques d’éclosion en fonction du temps. La courbe noire et la courbe bleue
sont obtenues en calculant I’équation (6.2) avec respectivement le taux exact et le tauz
estimé.

La courbe bleue du graphe (a) de la figure 6.4 représente la solution du probléme d’optimisation
[Pl]l avec 1) égal 4 1077 et p égal & la valeur nulle. L’erreur entre la solution et le taux d’éclo-
sion est supérieure & l'erreur du schéma de Quasi-Newton qui est d’ordre 1 autour de 1'age 5
et inférieure & 0,1 pour le reste du domaine en age. La solution du probleme [Pl]l avec 1 égal
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4 la valeur nulle et u égal 4 1077 est tracée en bleu sur le graphe (b) de la figure 6.4. Le taux
d’éclosion estimé pour ce probléme se superpose & la solution exacte. Le probléme [Pl]/ admet
pour ces valeurs de 7 et de g un unique optimum. La courbe bleue du graphe (c) de la figure
6.4 est la solution du probléme [Pl]/ avec les constantes 7 et p égales & 1077 Le taux d’éclosion
pour ce probléme d’estimation [Pl]/ avec une dynamique d’éclosion gaussienne est unique.

La valeur des constantes 1 et pu est proche de la valeur nulle dans les 3 exemples présentés,
la solution du probléme [P;] est donc une solution du probléme [P]. On conclut alors que le
probléme initial d’estimation du taux d’éclosion [P;] admet une unique solution.

Figure 6.4 (a) (b) (c)
H 1077 0 10~7
Ul 0 1077 1077
J (Bx) 2,31077 1,03107% 11,2710 7
F(BC,) 2,21077  3,72107% 11,5810 7
| Gexp — Qappllc 6,910~ 1,1310~%  5,4210~7
| Bapplls 6,610~ 0 6,2410~7
1100 Bappl3 0 2,6910°°  2,4510°%,

TAB. 6.1: Valeurs de la fonction coit du probleme [Py] et de la fonction codt du pro-
bléeme [Pl]/ pour le taux d’éclosion estimé, erreur mazimale entre les taux d’éclosion
exacts et approchés et erreur mazimale entre les dynamiques d’éclosion expérimentales
et approchées.

La distribution gaussienne dans le temps des éclosions est décrite dans le modeéle Lobesia botrana
par une loi gaussienne dont la moyenne et la variance dépendent de la distribution en age de la
population oeufs initiale. On s’intéresse dans la section suivante & déterminer le taux d’éclosion
pour une dynamique d’éclosion dans le temps des jeunes larves non gaussienne.

6.5 Estimation du taux d’éclosion pour une dynamique d’éclosion
expérimentale.

On souhaite estimer le taux d’éclosion de notre modéle mathématique a partir d’une dyna-
mique d’éclosion mesurée expérimentalement mais différente d’une fonction gaussienne.

Généralement, les mesures sur le temps de développement des oeufs sont faites tous les jours et
parfois plusieurs fois par jour. Afin d’utiliser ces données dans 'algorithme de minimisation, on
ajuste ces mesures quotidiennes sur un pas de temps de 2h40. On propose de répartir les éclosions
de la journée sur un pas de temps de 2h40 selon deux approches. Dans la premiére, on suppose
que la probabilité d’éclore est la méme quelque soit I’heure de la journée. Par conséquent, la
dynamique temporelle d’éclosion résultante est une fonction du temps constante par morceaux.
La deuxiéme solution est de concentrer les éclosions sur une période précise de la journée, par
exemple vers midi. La dynamique d’éclosion ressemble dans ce cas & la succession de pics gaus-
siens. On détermine, en résolvant le probléme de minimisation [P], le taux d’éclosion pour ces
deux dynamiques expérimentales.

A partir du modéle (6.1) et de I'équation (6.2), on se construit ces deux dynamiques d’éclosion
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€
EeET

expérimentales. Pour cela, le taux d’éclosion exacte est définit par

Bewla =6) =057, Bex(a=7)=04, Bey(a=23)=0.03,

et la donnée initiale u§ est soit une fonction gaussienne, une fonction constante par morceaux ou
une somme de fonctions Diracs. On présente deux résultats pour 'estimation du taux d’éclosion
avec une dynamique en temps égale & une somme de fonctions gaussiennes et 1 résultat pour
I’identification du taux d’éclosion a partir d’'une donnée en temps constante par morceaux.

0.04

0.03

0.0

LI S s S T T LI S S B S B S S S e
T2 3 4 5 6 7 8 9 10 T2 3 4 5 6 7 8 9 10

age (temps) Temps (jours)

0.04

0.03

0.0

LI S B S S S S B W S S e S e LA L S s S s e S B S
i1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 T2 3 4 5 6 7 8 9 10

age (jours) Temps (jours)

FiG. 6.5: (a), (c) : Taux d’éclosion en fonction de l’dge. La courbe noire représente le
tauz exacte et la courbe bleue est le taux d’éclosion estimé par Ualgorithme de (QN).
(a) : La donnée initiale est une fonction gaussienne centrée en 1 et de largeur 0,25. (c) :
La donnée initiale est une fonction Dirac en ’dge 1. (b) et (d) : Dynamique d’éclosion
en fonction du temps. La courbe noire et la courbe bleue sont obtenues en calculant
léquation (6.2) avec respectivement le taur exacte et le taux estimé.

Les éclosions sont concentrées 4 un moment précis de la journée.

La courbe noire du graphe (b) de la figure 6.5 est la dynamique temporelle d’éclosion obtenue
avec une donnée initiale gaussienne centrée en 1'adge 1 et de largeur 0,25. La solution du pro-
bleme d’estimation pour cette dynamique expérimentale et cette donnée initiale est tracée sur le
graphe (a) de la figure 6.5. Cette solution se confond avec le taux d’éclosion exacte. Le probléme
d’estimation [P;] admet pour ces conditions une unique solution.
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La courbe noire du graphe (d) de la figure 6.5 est la dynamique temporelle d’éclosion obtenue
avec une cohorte oeufs tous agées d’un jour. Le taux d’éclosion estimé pour cette dynamique
expérimentale et cette donnée initiale se superpose a la solution exacte (graphe (c) de la figure
6.5). Le probléme d’estimation [P;] admet une unique solution lorsque gey, est une somme de
fonctions Diracs.

Les éclosions sont constantes sur la journée.

La dynamique d’éclosion représentée sur le graphe (b) de la figure 6.6 est obtenue avec une
cohorte oeufs tous agées d'un jour. Le taux d’éclosion calculé par I'algorithme de Quasi-Newton
pour le probléme de minimisation [P;]| avec cette courbe expérimentale est donné sur le graphe
(a) de 6.6. Ce taux d’éclosion est unique pour ces fonctions gegy et ug.

(a) (b)

0.05

0.03

0.0

| » |

T T T T T T T T LA N R
6 7

17273717 IR TR TR 8 TE T
age (jours) Temps (jours)

o
15

FiG. 6.6: (a) : Taux d’éclosion en fonction de l’dge. La courbe noire représente le taux
exacte et la courbe bleue est le taux d’éclosion estimé par l'algorithme de (QN). (b) :
Dynamique d’éclosion en fonction du temps. La courbe noire et la courbe bleue sont ob-
tenues en calculant 'équation (6.2) avec respectivement le tauz exacte et le taur estimé.

En fonction de la distribution en age de la population oeuf prise a I'instant initial, le modele (6.1)
reproduit exactement les dynamiques d’éclosion mesurées expérimentalement. Le taux d’éclosion
est égal & une somme de fonction Dirac ¢’est a dire qu’il décrit précisément 1’age de passage entre
la fin du stade oeuf et le début du stade L1.

6.6 Application aux données expérimentales.

On recherche le taux d’éclosion du modele Lobesia botrana pour simuler la dynamique d’éclo-
sion mesurée par Auroy en 2006 sur une population oeuf venant de I’élévage de 'INRA Villenave
d’Ornon. Le détail de son expérience est précisé sur son rapport de stage (Auroy, 2006). Les
expérimentations avaient pour but de déterminer l'effet de la température et de I'’humidité sur
trois traits de vie de 'insecte & savoir la mortalité de 'oeuf, leur temps d’incubation ainsi que
leur taux d’éclosion.

Sous des conditions thermiques constantes de 20°C et hygrométriques de 60% r.h., le temps
moyen de développement d'une cohorte d’oeufs est de 6 jours. La dynamique de cette population
dure 3 jours, c’est a dire du 6éme au 8éme jour aprés la naissance des oeufs. Auroy mesure
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57% des oeufs qui se développent a la vitesse moyenne de 6 jours, 40 % des oeufs mettent 7
jours a éclore et enfin 1% des oeufs éclosent au bout de 8 jours. On détermine le taux d’éclosion
satisfaisant ces observations en résolvant le probléme [P;]. Pour cela, on ajuste ces données
faites quotidiennement sur un pas de temps de 2h40, qui est I'échelle temporelle utilisée dans
I’algorithme de résolution. Le taux d’éclosion est estimé pour deux dynamiques d’éclosion données
en fonction du temps. La premiére dynamique d’éclosion correspond a une fonction constante par
morceaux, c¢’est & dire que la probabilité d’éclore est la méme quelque soit ’heure de la journée.
La deuxieme dynamique d’éclosion est une somme de fonctions Diracs modélisant 1’éclosion des
oeufs sur une période précise de la journée.

Les éclosions sont constantes sur la journée.

La solution tracée sur le graphe (a) de la figure 6.7 a été régularisée par sa norme minimale et sa
norme minimale de sa dérivée premiére. La dynamique d’éclosion calculée a partir de I’équation
(6.2) et du modele (6.1) pour ce taux estimé est donnée en bleu sur le graphe (b) de cette figure.

(a) (b)

006]
" 0051
004
003

0.0
/\ 0.0
T T T

FiG. 6.7: (a) tauz d’éclosion estimé par ’algorithme de Quasi-Newton en fonction de
l’dge. (b) : Dynamique d’éclosion en fonction du temps. La courbe noire est la donnée
expérimentale et la courbe bleue est obtenue en calculant 1'équation (6.2) avec le taux

age (temps) Temps( jours)

estime.

L’erreur entre les courbes exactes et expérimentales est faible comparé & I’erreur du schéma
numérique. Le modéle mathématique décrit alors correctement avec le taux d’éclosion estimé
cette dynamique expérimentale en forme d’escalier. L’age d’éclosion de cette population est
compris dans Uintervalle [6,9] jours. La différence maximale d’age d’éclosion pour cette cohorte
d’oeufs est de 3 jours. Une majorité d’oeufs éclosent vers le 8¢me jour aprés leur naissance.
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Les éclosions sont concentrées 4 un moment précis de la journée.

Le taux d’éclosion dessiné sur le graphe (a) de la figure 6.8 est la solution du probléme d’estima-
tion sans conditions particuliéres sur sa régularité. Sur le second graphe, (b), sont représentées
les dynamiques d’éclosion expérimentales (courbe noire) et simulées par le modeéle mathématique
avec le taux estimé (courbe bleue).

(a) (b)

0.1
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FiG. 6.8: (a) Tauzx d’éclosion estimé par l’algorithme de Quasi-Newton en fonction de
ldge. (b) : Dynamiques d’éclosion en fonction du temps. La courbe noire est la donnée
expérimentale et la courbe bleue est obtenue en calculant 'équation (6.2) avec le tauz
estimeé.

Les courbes du graphe (b) se confondent, le modéle mathématique décrit alors parfaitement avec
le taux d’éclosion estimé cette dynamique expérimentale égale a une somme de pics gaussiens.
Le taux identifié est égal a la somme de fonctions Diracs. Les individus de cette cohorte d’oeufs
éclosent vers I'dge 6,5 jours, 7,5 jours et 8,5 jours approximativement. La différence maximale
d’age d’éclosion pour cette cohorte d’oeufs est de 3 jours. Cependant, un nombre important
d’oeufs éclosent vers le 8éme jour aprés leur naissance.

Dans le paragraphe 6.5, on a montré que ’estimation du taux d’éclosion a partir d’'une dynamique
d’éclosion égale & une somme de pics gaussiens et d’une cohorte oeuf d’adge moyen d’un jour est
unique. Par conséquent, le taux d’éclosion de la figure 6.8 est 'unique taux de passage de cette
population oeuf en chenille en fonction de I’age. Ce taux sera alors utilisé pour ’étude de la
dynamique des populations d’Eudémis réalisée dans la troisiéme partie de cette thése.

6.7 Modification du probléme d’estimation.

On s’intéresse dans ce paragraphe a Iestimation du taux d’éclosion a partir de données expé-
rimentales mesurant la distribution en age de la population & un instant donné. Une distribution
(pyramide) en age de la population larvaire permet de mesurer le temps de développement de
cette population. Sur le terrain, cela consiste & prélever 100 grappes de raisins au hasard et au
méme moment puis de compter le nombre de larves présentes. La largeur de la capsule céphalique
nous informe sur ’age de la chenille. L’enjeu de ce paragraphe est déterminer le taux de passage
du stade oeuf au stade larve en fonction de I'dge a partir de cette observation.

On note l'observation v(a) oit a est dans 'intervalle [0, L'] et L' est I’age maximal des chenilles.
La mesure de cette donnée est réalisée a 'instant T,ps. Les équations modélisant le développement
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de la population oeuf jusqu’a la fin du stade larve sont

2uc(t,a) + Zuc(t,a) = —B°(a)uc(t,a), a€[0,L],
atul(t’a) + é?a l( ) = _ﬁl(a)ul(t’a)v ac [07Ll]y
u'(t,0) = [y B°(a)us(t, a)da

w(.0) = 0 (6.18)
u®(0,a) = uf(a), a€0,L°],
u!(0,a) =0, ae€l0,L.

\

ou u¢ et ul sont respectivement les densités des populations oeufs et larves et la variable ¢ est
définit dans [0, T,ps]. La mesure expérimentale correspond alors a la valeur de la densité larve a
I'instant T,

ul(TObS,a) =1(a), ac [O,Ll], (6.19)

et Ty, est compris dans Uintervalle |L¢, L€ + LY].

Unicité du taux d’éclosion.

Le calcul de la densité larve a l'instant T,5s & partir du modele (6.18) est possible a condition de
connaitre les fonctions d’éclosion, d’émergence et initiale. Supposons que cette distribution de la
population est donnée par des mesures expérimentales par exemple et que le taux d’émergence et
la donnée initiale sont connus, peut on déterminer le taux d’éclosion & partir du systéme (6.18)
et de I’équation (6.19). Dans ce paragraphe, on s’intéresse a 'existence unique de solution pour
ce probléme inverse. On suppose que les fonctions connues satisfont les hypotheses (H1)-(H6).

Théoréme 7 Soit 1(a) une donnée expérimentale sur la distribution en dge de la population
larve a un instant donné. Cette mesure permet de reconstruire uniquement le tauz d’éclosion a
partir du modéle de croissance définit en (6.18).

preuve : Raisonnons par 'absurde. Soient (u€, u', 3) et (v¢,v',\) deux solution au probléme
inverse i.e.
Y(a) = ul(Thps,a) = v'(Thps,a), a € [0, L.

On pose & = u®—v°, 0 = ul—v! et § = f—\ et L 1’age maximal des deux stades de développement.

Les densités u et v vérifient les équations

Galt.a) + Zut,a) + Bla)alt,a) = o (t,a)B(a). ac 0,1 620
29(t,a) + Zo(t,a) + B(a)v(t,a) =0, a€[0,L, '
pour t € [0, Typs| avec comme conditions aux bords
u(t,0) =
o(t,0) = fo €(t,a)da — fo ve(t,a)da, (6.21)
u(0,a) = a€ [O,Le],
0(0,a) = a €0, L1,

et 0(Tpps,a) = 0. Soient £¢ et &, deux variables définies sur [0, LF] x [0, Tys], ot k = e,l,
satisfaisant le probléme adjoint du systéme (6.18)-(6.19)

{—%wt,a) — 2eo(t,a) + Bla)ée(t,a) = £(1,0)8(a), a€ [0,L°,

— 26t a) — 2el(t,a) + B(a)él(t,a) =0, a € [0,L1], (6.22)
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et les conditions limites suivantes

ge(t Le) _
§(Tobs, a a 0, L],
gl( obss @ ) (a)aa a € [0, Ll]

On multiple la premiére équation de (6.20) par £° puis on 'intégre sur le domaine [0, Tpps] X [0, L€].
De méme, on multiple la deuxiéme par & puis on I'intégre sur le domaine [0, T,p] x [0, L!]. Apres
simplifications, on a

fOTobs foLe ¢(t,0)3(a)u(t, a)dadt = f o fo a)¢(t, a)dadt, (6.24)
o e it st -0 |

A partir de la définition de la densité v a I’age 0 donné dans (6.21), la deuxiéme équation de ce
systeme s’écrit

Tobs Tobs Le —
/ £L(t, 0)5(t, 0)dadt — / €1, 0) [ Bla)a(t, a)da + Fla)r(t, a)da] dt = 0.
0 0 0

On utilise cette derniére équation pour reécrire la premiére équation de (6.24) de la maniére
suivante

/OT""S £(t,0) [v(t, 0) — " Bla)ve(t,a da] / " /LE “(t,a)dadt.

0

On déduit alors que

/ / Ba) (&(t.a) — €(1.0)) dadt = 0 (6.25)

Les solutions du probléme dual sont obtenues en résolvant le systéme (6.22)-(6.23) par la méthode
des caractéristiques et sont égales &

TO S
gl(t7a) = H(G —t+ Tobs) _ft ’ BL(T)dTy a—+ Tobs >1

obs
f@@=/‘ = BN B()O(T — s)e™ S BT gs a4 Ty > t
t

Ces solutions sont injectées dans 1’équation (6.25) puis en jouant sur les variables d’intégration,
on fait apparaitre 1’équation suivante

Jo 0Ty — t)e I 9O [ B(a) 3(a) [ ve(s, a)e i P00 dsdal dt

. f(;Tobs H(Tobs . t)e_ ftTObs ﬁl(T)d’T [foLe B(a)’ue(t, a)da] dt = 0. (6.26)

On pose 0(t) = t", ou n est strictement positif, ainsi pour tous ¢ appartenant a l'intervalle [0, Tpps]
le terme nul de cette équation est

B B(a) [ﬂ(a) /OTObS v¢(s,a)e” o PO qg ey, a)} da = 0, (6.27)

0
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ot v¢(t,a) est égal, en résolvant le systéme (6.18), a

€(q — 1t — [EX(r)dr >t
’Ue(t7 a) = {TSO(aa <)te 0 9 a )

Cette fonction est définie non nulle pour tous ¢ compris dans Uintervalle [0, L¢] et pour a définit
dans [t, L¢]. Par conséquent, seules les fonctions [ et [ sont nulles sur tout le domaine [0, L€].
En effet, si 3 est nulle alors il reste de I’équation (6.27) le terme

e
; B(a)v®(t,a)da = 0, (6.28)

et par conséquent 3 est nulle pour tous a € [0, L¢], sinon 3 = X pour tout a dans [0, L¢]. O

6.7.1 Formulation et résolution du probléme d’estimation.

On détermine 3¢ en résolvant le probléme de minimisation suivant

l
Mingeer [ [u(Tpps,a) — t(a))* da,

[P] =
ot u! est donnée par (6.18)
et K est le domaine des solutions admissibles donné par
K = {f(a) € L>([0,L°]);0 < B < B < B}.
Théoréme 8 Le probleme [P1]" admet au moins un optimum.

Preuve : Soit d la borne inférieure de la fonction coit telle que 0 < d < 4o00. Soit {55}, on n
est un entier non nul, une suite minimisante telle que

<T@ S d+ o, (6:29)

ou la valeur de la fonction cotlit pour cette solution est donnée par

J(By) = /OLZ [uln(Tobsa a) — w(a)] ? da.

La suite {05, } appartient a I'espace K, par conséquent il existe une sous suite {35, }r de {3}
qui converge faiblement vers 3¢ dans I’espace L2([0, L¢]). La densité u' est dépendante de la suite
{85, }k, on la note {uy, }x et est donnée par

07 a > Tobs;
o~ Ja—i Bl(s)ds fLE ¢ (s)ug(s — a+ Tops)ds, a < Tpps.

a—Tops "Mk

ulnk (Tobsya) = {

Cette suite est bornée dans Uespace L2([0, L!]). La fonction uf§ est bornée dans L2([0, L¢]), on
déduit alors

Le Le
[ Bt - at Tadds o [ GElopubs — a+ Tue)ds,

N
_Tobs +o0 a_Tobs
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car 3 converge faiblement vers 8* dans I'espace L?(]0, L?]). La limite de la suite {uf%}k est
donc égale a

l(T ) 0, a>Tob37
u* b 7a‘ = [ l
o e e s P Be(s)uf(s — a+ Tops)ds, @ < Tops.

a

Finalement, la fonction cotit au point §;; converge vers

J(B,) = /OLl {Uan(Tobs,a) - w(a)rda

!

2
o ) [ a0 — @] da = 7 (52),

et J(B) = d avec (6.29). O

On a deux maniéres de résoudre le probléme [Pl]", soit on remplace la densité larve par son
expression pour faire apparaitre le taux d’éclosion, puis on étudie directement la fonction coiit.
Soit, on formule le Lagrangien comme dans 1’étude des précédents problémes de minimisation. On
choisit la deuxiéme méthode car la plupart des calculs ont déja été explicités dans les paragraphes
précédents.

Soient p, g et h les variables Lagrangiennes et S le vecteur égal a (u®, u!, 3¢, p, ¢, h). Le Lagrangien
est,

Tovs rL®
L(S)=T(B°) + / / [Opu® + Dgu® + B°(a)u®] p(t, a)dadt

/ Obs/ Otu + dgul + B (a)u ]q(t,a)dadt
+ /0 'M[ o)~ | " s (syu (t,s)ds] h(t)dt.

La fonction S* est un optimum de L si
VL(S*) = (08 L,0pL,04L, 0y L, 0, L)(S™) = 0.

La dérivée du Lagrangien par rapport aux variables p et ¢ au point S* donnent les deux premiéres
équations de (6.18). La dérivée du Lagrangien par rapport a h donne la condition aux limites
ul(t,0).

La premiére équation du systéme adjoint s’obtient en calculant la dérivée du Lagrangien par
rapport a u®

—%p*(t,a) - %p*(t, a) + po*(a)p*(t,a) = h*(t)3%*(a), a € [0,L°]
P (Tops,a) =0, a €0, L (6.30)
p* (tv Le) =0,
pour t définit dans lintervalle [0, Tpps]. La deuxiéme équation du probléme adjoint est donnée,
en dérivant le Lagrangien par rapport a u!, par

—2q*(t, a) Zq*(t,a) + B (a)g*(t,a) =0, a€[0,L]
q*(t,0) = ()
¢ (Tops; a) = 2 [¥(a) — ul(Tps.a)] . a€[0,L]
¢ (t, L") = 0.

(6.31)
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pour t définit dans l'intervalle [0, Tps]. Ces deux équations sont liées par la fonction h(t). La
fonction p* pour tous t et a est définie & condition que la fonction ¢* est définie pour tous ¢ et
en ’age 0.
Par la méthode des caractéristiques, le systéme (6.31) admet une solution explicite qui est donnée
par
L, *
0*(t.0) = o(Tops, a)elTons 7O
Tobs J%
= 2 |th(a — t+ Tops) — (T, @ =+ Top) | €™ 77 070, (6.32)

Cette intégrale est bien définie sur tout le domaine en age et en temps. La solution du systéme
(6.30) est égale a

Tobs S ne.x
p(ta) = / e= 13 84 (7)dr ges (g 0* (5. 0) ds. (6.33)
t

Ces solutions vont servir au calcul de l'inconnu 3%*. Soit I une fonction de I'espace L2(]0, L¢])
nulle sur les bords du domaine en age,

8

ﬁe,l >L2(Q) < uep — h(t)ue,l >L2(Q) .

La fonction S* est un optimum si et seulement si VL(S*) = 0, c¢’est a dire si
u&*(tv a)p* (t7 CL) —q (t7 0)ue7* (t7 CL) =0,
oil p*,¢* sont donnés par les équations (6.32) et (6.33) et (u®*,u*) sont donnés en résolvant le
systéme (6.18).
6.7.2 Le probléme discret.

On étudie le probléme discret de [Py]” pour obtenir une solution numérique. On considere le
maillage définit dans le paragraphe (6.3) de ce chapitre. La discrétisation de la fonction cotit sur
ce maillage est

Na
= Aaz [ué’Nt - ?/)i] i ;
i=1

ou le vecteur ui.’Nt pour ¢ allant de 1 & N, est donné par

e,n+1 ué’n( - )+ A 6”1
5 _ (2 a ’l - _
u; = 1+Atﬁe , 1=1,Na, n=0,Nt—1,

In At In

u; (1 — + X-u)
ubmtt = (0~ 50) Aol j=1,Na, n=0Nt—1,
1+ Atg;
O— ¢,  i=0,Na, (6.34)

a
":AaZﬁfuf’" n =0, Nt,

uS’"zO, n =0, Nt,
u® =0, i=0,Na.
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On cherche le controle 83 dans I'espace des solutions KA donné par
KA:{ﬂA(a):/Biu Oéﬂz S/Ba v/i:17Na}

qui est 'approximation de l’espace des fonctions K. La solution doit satisfaire le probléme de
minimisation suivant

IA(BR) = Min(gs ex,Ja(9a)
[P1]a
ou uly vérifie (6.34)
L’étude de ce probléme s’organise de la maniére suivante : on montre d’abord que le probléme est

bien posé puis on montre que la fonction cotit posséde les bonnes propriétés pour une recherche
numérique de 'optimum par une méthode de Quasi-Newton.

Théoréme 9 [Pi]\ admet au moins une solution.

Preuve : La démonstration se fait de maniére analogue a la preuve du théoréme (2) de ce cha-
pitre.

Pour caractériser la solution, on formule le Lagrangien. Soient p}' et ¢, pour i = 1, Ny, n > 0,
les variables duales. Le Lagrangien s’écrit

Nt—1 Na . ug,n( __)+A enl
E() jAﬁA ZZ})Z(fn - 1+Atﬁ¢al )

n=0 =1
Nt—1 Na l,n At
g1 U ( __)+Aa i— 1
_.|_ n u.’ —
2 20 ( Z I+ A

La dérivée du Lagrangien par rapport & la variable d’état uf(;no pour 79 = 1, N, et ng = 0, Ny et
a l'optimum S* donne la relation pour le calcul des multiplicateurs de Lagrange

no+1 At
ppo . At pzoo-l-l png—l—l (1 B E)
T Aal+ AtﬂZOH o1 4 Atﬂe 7
pour 39 = 1, N, et ng = Ny — 1,0 avec pi = f;. La dérivée du Lagrangien par rapport a ul’ 0

pour ig = 1, N, et ng = 0, Ny et au point S* donne la relation pour le calcul des variables duales

no+1 At
no _ At @ighy not+1 (1 — &g)

q; q; -
O Aar a0 1Ak
pour ig = 1, N, et ng = Ny — 1,0. Pour ng = IV
_ A l,Ny 2
Qio —2Aa [ ¢20:|

Soient (p,q) et (p,q) les variables de Lagrange obtenues respectivement avec 3¢ et [3¢. Les fonc-
tions vérifient le lemme suivant
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Lemme 14 Les variables duales sont uniformément bornées et continuent par rapport au controle
BX i-e.
Dl <N, |¢'| <N, i=1,Ngetn>0 et
Ip" = 5"loo < €llB° = Fey n >0
l¢" = q"[loc < Kl[B° = Boc, m =0

ou N, M, ¢ et k sont des constantes positives.

Ce lemme est utile pour prouver la convergence de l'algorithme de Quasi-Newton. Le gradient
se calcule facilement et s’écrit

9L (53 agpp, 0= B0+ Byt
o3¢ e (14 Atpe)?

pour ¢ = 1, N,. On utilise ce vecteur dans l'algorithme de Quasi-Newton. Comme la fonction
Lagrangienne posséde les bonnes propriétés, on sait que cette méthode converge.

6.7.3 Résultats numériques.

On résout le probléme d’estimation du taux d’éclosion [Pl]” avec les routines d’optimisation
de la librairie IMSL. La méthode Quasi-Newton est implémentée dans la routine BCONG. En
résolvant le probléme d’évolution (6.18), on se construit la donnée expérimentale 1) & partir des
fonctions suivantes :

a

aec(0,LY, uf(a)= e_(ﬁ?fl’)z, a €10, L°]

e (a) = e_(%)z’ = [07 Le],ﬂéx(a) _ e_(ab%2350)2

exr
ot 3¢, et B, sont respectivement le taux d’éclosion et le taux d’émergence exactes. L’age maxi-
mal de vie des oeufs est 10 et celui des larves est 36. La population initiale est une cohorte d’oeufs
d’age moyen d’un jour. On suppose qu'une pyramide des ages est mesurée au stade larvaire sur
cette population au 16éme jour aprés leur naissance. Cette donnée est représentée sur le graphe
(b) de la figure 6.9. C’est une gaussienne centrée en 1’age 10 et de largeur 0,25 environ. On
cherche a partir de cette donnée expérimentale la solution [5g,, du probléme [Pl]". Le probléme
admet un optimum dés que Ja(f5,,) = 0.
On présente deux résultats dont le premier est la solution de [Pl]” obtenue avec l’observation
construite. Le deuxiéme est la solution du probléme d’optimisation avec la fonction cotit suivante

F(B%) = T(B°) +nll8°]3

Dans ce deuxiéme calcul, on impose des conditions de régularité sur la solution recherchée. Le
constante 7 est prise dans l'intervalle [0, 1[.
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Solution de [P]".

L’algorithme de QN trouve pour la donnée expérimentale du graphe (b) de la figure 6.9, le taux
d’éclosion tracé en bleu sur le graphe (a) de cette figure. La distribution en age de la cohorte oeuf
au 16éme jour aprés leur naissance est simulée, par le modéle pour ce taux d’éclosion identifié,
en bleu sur le graphe (b).

(a) (b)

—r— 7T T
9 10 5 10 15 20 2 30 35

age (jours) age (jours)

FiG. 6.9: (a) Taux d’éclosion en fonction de l’dge. La courbe noire est la valeur exacte
et la courbe bleue est le taux estimé par l'algorithme de QN. (b) : Distribution de la
population larvaire en fonction de 'dge a 'instant Typs. Les courbes noire et bleue sont
obtenues en résolvant le probléme (6.18) avec respectivement le taur exacte et le tauz
estimeé.

Cette solution est oscillante sur le domaine en age [6,8] et est nulle en dehors de cet intervalle.
La distribution en age calculée avec ce taux estimé est superposée a la donnée expérimentale.

. . . ; . . .
Bien que le support des fonctions ¢, et 5g,, est identique, ces fonctions ne se confondent pas.

P N " . .
Par conséquent, le probléme [P;] n’admet pas une unique solution.

Solution de [P,]” avec régularisation de la solution.

L’algorithme de QN trouve pour la donnée expérimentale du graphe (b) de la figure 6.10, le taux
d’éclosion tracé en bleu sur le graphe (a) de cette figure. La distribution en age de la cohorte
oeuf au 16éme jour aprés leur naissance et associée a cette solution est simulée en bleu sur le
graphe (b).
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age (jours)

(b)

T

T T T T
5 10 15 20 25 30 35

age (jours)

F1G. 6.10: (a) Tauz d’éclosion en fonction de l’dge. La courbe noire est la valeur exacte
et la courbe bleue est le taux estimé par algorithme de QN. (b) : Distribution de la
population larvaire en fonction de 'dge a ’instant Tpys. Les courbes noire et bleue sont

obtenues en résolvant le probléme (6.18) avec respectivement le taur exacte et le tauz

estime.

La solution estimée se confond avec la fonction exacte, le probleme [P;]” admet dans ce cas un

unique optimum.

Figure 6.9 6.10
U 0 0,110°3
J (Bipp) 3.210° 3,8510°°
F(Bapp) 0 6,2710~°
Hulex(Tobs) - uépp(Tobs)Hoo 6, 810_3 210_4
1B8pp — Beello 2,3 3,810 2
1| Bapy I3 0 6,2610 5

TaB. 6.2: Valeur de la fonction pour le taur estimé, erreur maximale entre les dis-

tributions en dge des larves a linstant Typs calculées avec les taux d’éclosion exactes

et approchés, erreur maximale entre les taux d’éclosion exactes et approchés pour les

solutions des figures 6.9 et 6.10.

Le modele (6.18) décrit & partir d’un taux d’éclosion gaussien la distribution en age des larves

pour une cohorte d’oeufs d’age moyen d'un jour.
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Chapitre 7

Estimation du taux d’émergence

On estime & partir de données expérimentales le taux d’émergence d'une population Eudémis
en fonction de I'age. Pour cela, on utilise des données expérimentales relatives a la dynamique
d’émergence c’est a dire mesurant le temps de développement d’une population larvaire. Ces
expériences démarrent avec des oeufs de méme age et se terminent lorsque tous les individus
sont transformés en papillons. On connait alors la date d’apparition de chaque adulte, leur sexe,
la durée de la dynamique de vol et le développement moyen d’un oeuf pour devenir un adulte.
Ces expériences sont réalisées en conditions controlées, soit une hygrométrie de 60% et une
température moyenne de 20°C.

Ces informations nous permettent de formuler le probléme d’évolution associé & la croissance
d’une population d’oeufs jusqu’au stade larvaire

B (t,a) + 852( a) = —B3%(a)u’(t,a), a€l0,L°], tel0,T7],

9 (t )+ 2L (t,a) = — B (a)ul(t,a), a€[0,Ll], tel0,T],

u®(0,a) = uf(a), a € [0, L¢], (7.1)
u!(0,a) = 0, aclo,Ll],

we(t,0) =0, tel0,T],
(ul(t,0) = [y B(s)uc(t, s)ds, te[0,T),

ot u¢ est la densité d’individus oeufs, u! la densité d’individus larves, L¢ I’age maximal de vie
d’un oeuf, L' I'age maximal de vie d'une larve et T le temps final de 'expérience. On néglige le
taux de mortalité dans ces équations car le nombre d’individus décédant dans cette expérience
est tres faible. La relation décrivant la dynamique d’émergence est donnée par

Ll

qﬁxp(t) = Bl(a)ul (t7 CL)dCL, te [07 T]7 (72)

0
Ol @egp est la donnée expérimentale. La condition de renouvellement des oeufs est nulle car
aucun oeuf n’est introduit au cours de I'expérience. Et les larves viennent uniquement de la
transformation des oeufs.

H 8 La fonction gezp est bornée et non négative par rapport a la variable temps t donnée dans
Uintervalle [0,T].

7.1 Formulation du probléme d’estimation.

L’objectif est d’identifier la fonction 3 satisfaisant I'équation (7.2). La fonction de densité des
individus chenilles se calcule en temps et en age en résolvant la deuxiéme équation du systéme
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(7.1), et s’exprime en fonction du taux d’éclosion, de la donnée initiale de la densité oeuf et
du taux d’émergence. On cherche alors le couple de fonctions (3¢, 3') vérifiant I'équation (7.2)
mais aussi le systéme (7.1). Nous cherchons un ensemble de fonctions (3¢, 8!, u¢,u!) satisfaisant
I’équation (7.2). Pour exactement déterminer les taux de passage d'un stade de développement
a l'autre, nous formulons un probléme de moindre carré qui consiste & minimiser 'erreur entre
la dynamique d’émergence expérimentale et la dynamique d’émergence modélisée

1 2
Minge gyege> fOT [fOL Blulda — qexp(t)] dt,

ot (u®,u!) sont les solutions de

Py = [P+ 2 — (et (ta), (ta) €O,
B (1,0) + %L (t,a) = (0 (t,a), (ta) € D,

u®(0,a) = ui(a), a€[0,L°],

u'(0,a) =0, ae€l0,L},

ut(t,0) =0, tel0,T]

u(t,0) = [ Be(s)uc(t,s)ds, tel0,T),

oil Q¢ est le domaine définit par [0, 7] x [0, L¢] et Q' celui donné par [0,7] x [0, L!]. L’ensemble
des solutions admissibles est définit par

K = {B(a) € L=([0,L]);0 < < B < B}
On note la fonction cott J (3¢, ).
Théoréme 10 Le probléeme [Ps] admet au moins un optimum.

Preuve : On utilise la méthode du théoréme 1 sur existence d’un minimum au probléme
d’estimation du taux d’éclosion.

Deux sous-problémes.

Considérons que lon souhaite estimer seulement le taux d’éclosion 3¢ ou le taux de vol g
a partir de données portant sur la dynamique d’émergence. Dans le premier cas, le probléme
d’optimisation est

( 1 2
Mingeery Jo [J Bhol@)u (ta)da — geay(t)] " dt,

ot (u®,u') sont les solutions de

[Pz], = 68126 (tv a’) + %_L:;(t a’) = _66( ) e( ) )7 (t7a) € Q°,
%(tva) + %_ua( ’ ) - _ﬁéx(a)u ( 7a)’ (t’a) € Qla
u®(0,a) = uf(a), ae€0,L°],

u!(0,a) =0, a€[0,L]
u®(t,0) =0,
| (W (t,0) = [ B(s)uc(t,s)ds, € [0,T],
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Ce probléme admet au moins une solution optimale. La preuve est semblable a celle du théoréme
1.

Dans la deuxiéme situation, on identifie la fonction £ avec 4¢ connu. Le probléme d’optimisation
devient

(M, T Il ! I . d ; 2 gt
Zn(ﬁleK) fO 0 B (CL)U, ( ,CL) a — QExp( ) 5
ou u! est la solution de

O (t,a) + 32 (t,a) = —F ()l (), () €,
ul(O, a) = 07 a € [O,Ll]7
W (t,0) = [ e ub(a — t)e St B gq 1 e (0,1,

\

ou t est dans [0,7]. Comme les autres problémes, celui-ci admet aussi un optimum.

7.2 Reésolution du probléme d’estimation continu.

On transforme le probléme [Ps] en un probléme de points selles. Soient p, g et h les variables
Lagrangiennes et S le vecteur (u®,u!, 3%, 3',p,q, h). Le Lagrangien est définit par,

L(S) =T (BB + /0 : /0 " [Oru® + Oqu® + °(a)uc] p(t, a)dadt
+ /0 : /0 : [c‘?tul + Opu’ + 3 (a)ul] q(t, a)dadt

v / ! [ul(t 0 - [ sy S)ds} h(t)dt

0 ’ 0 ’ ‘

La fonction S* est un optimum de L si
VL(S™) = (0 L, 05 L, 0L, 04 L, Dye L, 0,1 L)(S™) = 0.

La dérivée du Lagrangien par rapport aux variables p et ¢ au point S* donnent le probléme
d’évolution (7.1). La dérivée du Lagrangien par rapport a h donne la condition limite pour la
variable d’état u!.

Le probleme adjoint s’obtient en calculant les deux dérivées suivantes. Soit w une fonction de
espace L%(Q°) telle que w(0,a) = w(t,0) = 0, et ot Q€ est égal a [0, T] x [0, L¢], alors

< g W Tren=— < Op + Oap — P, w >12(qe)

T Le Le T
—/ h(t) B¢(s)w(t, s)dsdt+/ (pw)(T,a)da+/ (pw)(t, L®)dt.
0 0 0 0

Comme < gﬁ (S*),w >r2(ey= 0 pour tous w, nous déduisons le probleme adjoint associé a la

densité u°

—&p*(t,a) — Lp*(t,a) + B(a)p*(t,a) = h*(t)B(a), a € [0,L°],
(b) p*(T, a) = 0’ ac [07 Le]7
p*(t,L¢) = 0.
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Soit maintenant w une fonction de l'espace L?(Q) telle que w(0,a) = 0, et oit Q! est égal a
[0, 7] x [0, L], la dérivée du Lagrangien par rapport a la densité larve est

oL T L T L L
< oW >y = —2/ Qeap(l) Blwdadt + 2/ / ﬂlulda/ Brwda | dt
ou 0 0 0 0 0

T
— < atq + aaq - ﬂlq7 w >L2(Ql) +/ (h(t) - Q(t, 0))w(t7 O)dt
0

Lt T
—1—/0 (qw)(T,a)da+/0 (qu)(t, LY)dt.

La fonction S* est la solution optimale si < %(S*),w >r2(qt= 0 pour tous w, la deuxiéme

équation du probléme adjoint est alors donnée par

—204(t,a) — 2q*(t,a) + BL(a)q* (£, a) = 281 (a)geap(t)
—28(a) [1 BL(s)ul*(¢,5)ds, ae[0,L]],

Ces deux problémes adjoints sont liés par la fonction h(t). Les valeurs de p* pour tous t et a sont
déduites si et seulement si les valeurs de ¢* pour tous ¢ et a sont connues. Le systéme (c¢) admet
une solution, qui est donnée par

. 2 e e BT gl ) f*(s)ds, L'>a >t,
2, e O (s) fH(t)ds, a<t,
ot f*(s) = Geap(s fo BL(a)ul (s, a)da. Alors que la solution au systéme (b) est
. J;fﬁﬁﬁﬁ&mwmea Lf>a>t,
p (t a) = Le _fs ﬁE(T)dT e % (74)
fa € Ja ﬁ* (S)q (t7 0)d87 a<t,

Ces intégrales sont définies pour tous ¢ dans Uintervalle [0, T]. Nous avons les expressions pour
les variables duales (p*, ¢*, h*) et les densitées (u®*,ul*), on détermine & présent les expressions
pour le calcul des fonctions (5%*, 85*). Soit I dans Uespace L?([0, L°]) telle que I(L) = 1(0) =

oL

aﬂe,l >L2(Qe) < uep — h(t)ue,l >L2(Qe) .

La dérivée du Lagrangien par rapport a ' est
8£
85“
. oJ
oun < ﬁl’

La fonction S* est un optimum si et seulement si VL(S*) = 0, c’est a dire

l >y + < ulq,l >r2(0h)

oJ
l >L2 Ql) =< 8—61,

Lt
l >12 Q) = 2<u (/ ﬁlulda — Qpr)yl >L2(Ql) .
0

ul(t,a)p*(t,a) — ¢ (t,0)us(t,a) =0, a € [0,L°],

Ll
2l (t,a)( | BLs)ul(t, s)ds — qeap(t)) + ul(t,a)q*(t,0) =0, a < [0, L],
0
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oil les fonctions p*, ¢* sont données par les intégrales (7.3) et (7.4) et (u®*,u>*) sont donnés par
la résolution de (7.1).

La résolution des deux problémes particuliers [Pg]l et [Pg]", définis dans le paragraphe précédent,
est équivalente & celle décrite ici. Dans le premier probléme, on calcule la dérivée du Lagrangien
par rapport aux variables (ﬂe,ue,ul,p,q,h) pour finalement obtenir I’expression suivante sur
I’optimum,

ui(t7 a)p* (t7 CL) - q*(t7 O)Ui(tv (1) =0, ac [07 Le]7

ou p* et ¢* sont donnés par (7.3) et (7.4). Dans le deuxiéme cas, on dérive seulement le Lagrangien
par rapport a (ﬂl,ul,p, h). L’expression de I'optimum dérive de la relation suivante :
Ll
2ul(t,a)( [ BL(s)uL(t, 5)ds = Geap(t)) + ub(t,a)q"(t,0) = 0, a€[0,L"].

0

ot u* est donné par les équations d’état et ¢* par I'équation (7.3).

7.3 Le probléme discret.

On considére le maillage utilisé pour I'estimation du taux d’éclosion. Le nombre de mailles des
deux domaines en age ([0, L¢] et[0, L!]) est supposé identique, soit égal & N,. La forme discréte
de la fonction cott est

Nt Na 2
Ta(fs ) = ALY Aazﬁguz’"—qzmp] ,
n=0 i=1

ol le vecteur ulA" satisfait le systéme

on en
uem = b (1‘1?2’;?3“"*1, i=1,Na, n=1,Nt—1,
In l,n
bt (1‘1%;?3“*1, i=1,Na, n=1Nt-1,
ué?t = iy, i=1,Na, (7.5)
ut =0, i=1,Na,
ug’" =0, n > 0,
\ué’n = AaX N Beus" n=0,Nt

On cherche alors les fonctions (ﬁg,ﬂlA) € Ki L’espace KA est une approximation de l’espace
des fonctions K. Il est définit par

KA:{ﬁA(a):ﬁly CZGCZ', OéﬁZSB )izlyNa}-
Le couple de solutions doit satisfaire le probléme de minimisation suivant :

Ia(Ba, Bs) = Ming g2 )erc, Ja(9h, 93)
[P2]a
ou uly vérifie (7.5).

L’étude de ce probléme se construit en trois parties : on vérifie d’abord que ce probléme est
bien posé et qu’il admet un optimum. Dans un deuxiéme temps, on s’assurera que le minimum
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trouvée par l'algorithme de Quasi-Newton est un minimum du probléme continu, & savoir qu'’il
appartient & l'espace des solutions admissibles et que la valeur de la fonction cotit correspond a
celle du probléme continu.

Théoréme 11 Le probleme [Py]a admet au moins une solution.

Preuve : Soit d = Inf(ﬁe ,B’A)EKAJA(ﬁZvﬁIA)' Alors 0 < d < 400 ( par exemple :
jA( ) Ath 0 [Qemp] < +OO)

Soit {85} une suite minimisante associée au couple {3%, 34}, oit k est un entier non nul, telle

que

1
d+E ZJA(ﬁg) >d

o Ja(BK) = AthNiO [AQZ?E fk l"(ﬂA) - qexpr Le vecteur u "(BK) ,i=1,N, corres-
pond au calcul de la densité avec la suite ﬁA.

La suite {85 } € Ka, elle est donc bornée. D’aprés le théoréme de B.W, on peut en extraire une
sous suite, notée {52"};% € Ka qui converge vers B3 € Ka c’est a dire vers (66’*,BIA’*).

Les lemmes (8) du chapitre 3 de la partie 2 nous assure que

" (BR) — ul"(BR)] < ClBY* — 8|+ OB — 57 ——— 0.

k——o00
On a alors

Nt [ 2
:Atz AaZﬁlk kg qexp] ,

n=0 L

Nt T Na 2
= Aty [Aad M (BR)BY = B + B (BR) — w(BR)) |

n=0L =1

2
—I-Atz [AaZﬁl* ks qexp]

P At
k——4o00

2
AaZﬁ‘* " qewp] = Ja(Ba) =

7.3.1 Reésolution du probléme discret

Soient pl' et ¢f', pour ¢ allant de 1 & N,, et n allant de 0 a Ny, les variables de Lagrange. La
forme discréte du Lagrangien est

R en+1 u?n(l )+Aa zenl
La(S) = Ta(Ba.Ba) + D Y _pit | ui™™ ~ T AT

n=0 i=1
Nt—1 N l, At At L,
+ Z Za:qﬂ ubtt w" (1= Re) + Aaiy
n=0 i=1 ' ' 1 +Atﬁ7{

ot le vecteur S est définit par (ﬁg,ﬁlA,ueA,ulA,pA,qA) avec

UZ = {uf,n}7 1= 0,Na7 n = O,Nt’ k; = e, l, et
pA:{pzn}v qA:{an}’ Z':OvNC% 7’L:0,Nt.
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no

La dérivée du Lagrangien par rapport & la variable d’état uf(; et & Poptimum S* donne la

relation pour le calcul des multiplicateurs de Lagrange
1 At
pZ)() _ 19+1 + pno+1 ( Aa)

i PN ER :17N7 :07N _17
AaT+Ape, P T ape™ ar M0 t

avec pivt = fi. Soit P" le vecteur de taille N, associé au calcul de la variable duale p* a I'itération
n, et A la matrice N, x N, telle que

(1-£24H At/Aa
1+HALBTT  14+ALB5 " 0 0
0 T . 0
A= 0 0 . At/Aa
’ 1+Atﬁ;;,*
(-2
0 0 0 1+Atﬁ;,*

Les variables duales vérifient le systéme matriciel
P" = AP™HL n=0,N; — 1.

La matrice A est triangulaire supérieur dont ses éléments diagonaux sont positifs. Sous la condi-
tion de CFL, le systéme admet une unique solution.

l70

La dérivée du Lagrangien par rapport a u,; ™ et au point S* donne la relation pour le calcul des

variables duales suivante

n l* L 1,%,n, At qzno—|-+11 no+1 (1_%)
@0 = —2AtAaf;) AaZﬁ w0 = qpl,) e e g0 20

4; 1%
g Aa1+ AtﬂZOH Y14 AE)

pour ig allant de 1 & N, et pour ng allant de 0 & N; — 1. Soit Q™ le vecteur de taille IV, associé
au calcul de la variable duale ¢* a l'itération n, DJ" le vecteur de taille N, définit par

2AtAaS (Aa Z PRl g )
DJ" = ' ,
2AtAaBY, (Aaz b )

et B la matrice N, x N, telle que

(1-2hH At/Aa 0
TN A RN
0 o0
B = 0 0 . At/Aa
L 1tALBY
(1-4%)
0 0 1+Atﬁ§y;

Les variables duales satisfont le systéme
Q"=BQ"" - DJ", n=0,N,—1.
La matrice B est triangulaire supérieur dont ses éléments diagonaux sont positifs. Sous la condi-

tion de CFL, ce systéme admet donc une unique solution.

Le lemme suivant sert a démontrer la convergence de 1’algorithme de descente de Quasi-Newton
vers un optimum de [Py]a
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Lemme 15 Sous la condition de CFL, il existe des constantes positives c1 et co telles que

™t = 5" e < c1llBa — Balloe, n 20

g™ = 3" loo < 2|8 = Bhlloos n >0
ou %, B, B% et By sont dans K.

Preuve : La démonstration de ces inégalités a été faite dans la preuve du lemme (11) du chapitre
6.

La taille du vecteur gradient est N, x N,. Les N, premiéres valeurs correspondent & la dérivée
du Lagrangien par rapport 3¢
Nt e,n At At , emn
7 —ZAtpn 1(“1’ (1_E)+Eui—l)' (7.6)
T 11— e\2 .
= (1+ AtBf)

Les N, derniéres sont données par le calcul de la dérivée par rapport a 3

Nt Na
l l
gi = 2AaAt Z ui’n(Aa Z Bfulm - qgmp)

n=0 i=1

Nt <ul.7"0(1 — ﬁ) + Aty bn >
A A -1
+ 3 Atgl e ey (7.7)

n=1

(1+ Atgl)?

A partir du lemme (15) précédent et du lemme (8) du chapitre 5, on montre que la Hessienne de
la fonction Lagrangienne est deux fois différentiables avec dérivées continues et est localement
Lipschitzienne par rapport a Sa. On peut donc appliquer une méthode de Quasi-Newton pour
lobtention d’un minimum du probléme [P;]a. Le principe de la méthode est donné dans le
paragraphe (6.3.2) du chapitre précédent.

7.3.2 Reésultats numériques.

La méthode Quasi-Newton est implémentée dans la routine BCONG de la librairie IMSL.
On I'utilise pour résoudre le probléme [P2]a selon le protocole définit au paragraphe 6.3.2 et ou
le gradient de la fonction est donné par les équations (7.6) et (7.7). Les pas de temps et d’age
sont fixés & 0,1 et I’Age maximal des stades oeuf et larve est égal & 5. Le temps maximal est de
10 jours. La donnée initiale est fixée a

ug(a) =€ 625 , a€0,L°]. (7.8)

On se donne le taux d’éclosion et le taux d’émergence

ge(a)=e T aeo,Lf, flla)=e (55, aeo, L. (7.9)

Avec ces données, on calcule la dynamique d’émergence gegp sur le domaine [0,7] a partir de
I'équation (7.2) et en résolvant (7.1). Sa représentation graphique est donnée sur le graphe (b) de
la figure 7.1. A partir de cette dynamique temporelle d’émergence, on estime les taux d’éclosion
Bapp €t d’émergence ﬁflpp en résolvant le probléme de minimisation [Py]a. Le couple de solutions
pp: épp) est nul, autrement dit lorsque la dynamique d’émergence
calculée avec la solution approchée, gy, converge vers la dynamique exacte gezp-

est un optimum lorsque Ja (3¢
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Estimation des deux taux de passage.

Le graphe (a) de la figure 7.1 représente les fonctions taux d’éclosion et taux d’émergence par
rapport a I’age (en jours) de l'insecte. Les courbes noire et verte sont respectivement le taux
d’éclosion exacte et approché, alors que les courbes bleue foncée et bleue claire représentent le
taux d’émergence exacte et estimé.

(a) (b)

0.08

0.061

0.05

0.03

0.0

0.0y

0‘w\“wxvxvx\\\\\\\‘x‘vxv‘ 06— AL S S W S
05 10 15 20 25 30 35 40 45 50 1 2 3 4 5 6 7 8

age (jours) Temps (jours)

o
15

FiGg. 7.1: (a) : Tauz d’éclosion et d’émergence en fonction de l’dge. Les courbes noire et
bleue claire sont respectivement les taux d’éclosion exact et estimé. Les courbes bleue et
verte sont respectivement les tauxr d’émergence exact et estimé par la méthode de QQN.
(b) : Dynamiques temporelles d’émergence en fonction du temps. Les courbes noire et
bleue sont obtenues en calculant ’équation (7.2) avec respectivement les tauzr eract et
estimeé.

Les courbes des taux estimés et exactes ne se superposent pas, le probléme d’optimisation n’admet
donc pas d’'unique solution pour cette donnée expérimentale gegzp. Le modele (7.1) simule la
dynamique d’émergence du graphe (b) (figure 7.1) lorsque le taux d’éclosion est définit pour des
ages compris dans lintervalle [1; 2| jours et lorsque I’émergence des papillons a lieu pendant
2 jours pour des chenilles agées de 2,5 jours a 4,5 jours. Cette dynamique d’émergence est
aussi simulée par le modéle mathématique lorsque le taux d’éclosion est définit pour des ages
compris dans l'intervalle |4 ; 4,7| jours et lorsque I’émergence des papillons a lieu pendant 1,5 jours
dés I’éclosion des chenilles ou pour des chenilles adgées d'un jour et demi. Dans cette deuxiéme
situation, une partie de la population oeuf se développe pendant le stade oeuf et jamais pendant
le stade larve. La solution estimée par la méthode QN ne permet pas de modéliser correctement
la croissance de l'insecte en fonction de tous les stades de développement.

Estimation du taux d’éclosion ou du taux d’émergence.

On propose, dans ce paragraphe, d’estimer les taux de passage I'un apres l'autre. Le graphe (a)
de la figure 7.2 est le résultat de la minimisation du probléme [P,] par rapport au taux de vol
ou le taux d’éclosion est égal a (7.9). Le deuxiéme graphe de cette figure est le résultat de la
recherche du taux d’éclosion connaissant le taux d’émergence (ﬁflpp =4.).
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(a) (b)

A /
L / \ 5

LI L R R R B N B N B R B B B .0 T —T T T T T T T T T T T T T T
05 10 15 20 25 30 35 40 45 50 05 10 15 20 25 30 35 40 45 50
age (jours) age (jours)

Fia. 7.2: Taux d’éclosion et d’émergence en fonction de l’dge. Les courbes noire et verte
sont respectivement les taux d’éclosion exact et estimé. Les courbes bleue et bleue claire
sont respectivement les tauzr d’émergence exact et estimé par la méthode de QN. (a) :
Estimation du tauz d’émergence seul. (b) : Estimation du tauz d’éclosion seul.

Dans les deux résultats, 'algorithme trouve une solution oscillante. L’erreur entre les solutions
exactes et approchées est supérieure au pas en age. Les deux problémes d’optimisation dérivant
du probléme [P,] n’admettent pas d’unique solution.

Figure (7.2) (a) (b)
T (Bipp: tllpp) 1,8310~7 1,58107®

[ Gexp — Qappll2 1,351073  3,9710~7
I Gexp — qapplloe 6,2210~% 11,4010~ %

TAB. 7.1: Valeur de la fonction codt a Uoptimum, norme L? et erreur mazimale entre
les dynamiques d’émergence exacte et simulée avec la solution estimée de la figure 7.2.

7.4 Reégularisation de la solution.

On estime les taux d’éclosion et d’émergence du modeéle (7.1) en imposant des conditions de
régularité sur ces fonctions. Pour cela, on minimise la fonction cotit suivante

F(Be,8) = T (B8 +m 515 +n2ll 8113 + 11182513 + 211023, (7.10)

ou J est la fonction coit du probléeme [P] et n; et u;, pour i égal a 1 et 2, sont des constantes
positives plus petites que 1. La routine BCONG est utilisée pour I'estimation des deux taux de
passage. Le couple de solutions recherchées est régularisé par la norme minimale des taux de
passage mais aussi la norme minimale de leur dérivée premiere. La courbe expérimentale qez, est
construite a partir de la donnée initiale et des taux de passage exactes définis dans (7.8) et (7.9).

Estimation des deux taux de passage.

La solution tracée sur le graphe (a) de la figure 7.3 est obtenue pour n; égal 4 1078 et y; nul, pour
7 égal a 1 et 2. Alors que la solution dessinée sur le second graphe est la solution du probléme
d’estimation avec n; et p; égaux a 1078, pour 4 égal a 1 et 2.
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(a) (b)

|
+

| ||
Ow\wNVIXva—yfyvyvyvyv % Fo00d
05 1.0 15 20 25 30 35 40 45 50

age (jours) age (jours)

Fia. 7.8: Taux d’éclosion et d’émergence en fonction de l’dge. Les courbes noire et
bleue sont respectivement le tauz d’éclosion exact et le taux d’émergence exact. (a) :
Les courbes verte et bleue claire sont respectivement le taux d’éclosion estimé et le tauz
d’émergence estimé par la méthode de QN avec 1; égal o 1078 et p; nul, pour i égal a 1
et 2. (b) : Les courbes en pointillés sont la solution au probléme d’estimation [Ps] avec
n; et p; égaur a 1078, pour i égal a 1 et 2.

Pour ces deux résultats, la solution estimée ne se superpose pas a la solution exacte. Le probléme
numérique d’estimation des taux d’éclosion et d’émergence avec des conditions de régularité sur
ces fonctions n’admet pas d’unique solution.

Le développement de la cohorte oeuf en papillon est décrit par le modele (7.1) pour différentes
valeurs des fonctions de passage entre les stades oeuf, larve et papillon. Les fonctions estimées ont
un support différent des fonctions exactes : dans le premier calcul le support du taux d’éclosion
est plus petit que le taux exacte alors qu’il est deux fois plus grand dans le deuxiéme calcul. A
I'inverse, le support de la fonction de passage entre les stades larve et papillon est plus grand
que la solution exacte dans le premier résultat et est plus petit dans le second. Autrement dit,
les différences en age de développement pour une cohorte oeuf peuvent étre plus importantes au
stade oeuf ou au stade larve. D’aprés les mesures faites expérimentalement sur cette population
(Auroy, 2006 ; Thiéry 2005) en conditions controlées, les différences maximales de développement
entre les individus sont plus grandes au stade larve (20 a 25 jours selon les conditions) qu’au
stade oeuf (3 jours). La solution estimée dans le premier exemple est donc cohérente avec les
observations expérimentales alors que la deuxiéme solution n’est pas correcte.

Estimation du taux d’éclosion connaissant le taux de vol.

On propose d’estimer le taux d’éclosion du modeéle (7.1) en admettant que le taux d’émergence
est donné par (7.9). On résout alors le probleme [P]" ou la solution est régularisée avec la
norme minimale de la dérivée seconde du taux d’éclosion. L’algorithme de Quasi-Newton trouve
le taux d’éclosion tracé en vert sur le graphe (a) de la figure 7.4. Le graphe (b) représente les
dynamiques d’émergence exacte (courbe noire) et calculée avec le taux estimé (courbe bleue) au
cours du temps.
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Estimation du taux d’émergence

Figures 7.3 (a) (b)
ni,i=1,2 10~8 1078
pii =1,2 0 1010
e, 00,y  6,11107° 5321077
F(Bsp: Bhpp)  6,12107° 5691077
| Gexp — Qapplloc  3,91073  1,071073
mlBo,l3  6,4110°° 5,311077
8L, 3 511107 27107
11110035, 113 0 1,3010°%
112110a %, 113 0 1,6410°8

TAB. 7.2: Valeur de la fonction codt a Uoptimum, norme L? et erreur mazimale entre
les dynamiques d’émergence exacte et simulée avec la solution estimée de la figure 7.3.

(a)

e T T e R R
05 10 15 20 25 30 35 40 45 50

age (jours)

(b)

0.08

0.04

0.061

0.05

003

0.0

0.0H

Temps (jours)

FiG. 7.4: (a) : Taux d’éclosion et d’émergence en fonction de ’dge. Les courbes noire et
verte sont respectivement les tauz d’éclosion exact et estimé. Les courbes bleue et bleue
claire sont respectivement les tauz d’émergence exact et estimé par la méthode de ()N.
(b) : Dynamiques temporelles d’émergence en fonction du temps. Les courbes noire et
bleue sont obtenues en calculant ’équation (7.2) avec respectivement les tauz exact et

estime.

L’erreur maximale entre les solutions estimée et exacte sont de l'ordre de 0,1, c’est a dire de
s , , L. N y . . ’ .
l'ordre de I'erreur du schéma numeérique. Le probléme d’estimation [P;] admet alors une unique

solution numérique pour cette donnée expérimentale (graphe (b) de la figure 7.4).

L’estimation du taux d’éclosion du modeéle Lobesia botrana annuel pour E(t) constant au cours
du temps est possible avec des mesures expérimentales portant sur la dynamique temporelle
d’éclosion, sur la pyramide des ages des larves et sur la dynamique temporelle de vol.
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Estimation du taux d’émergence connaissant le taux d’éclosion.

On étudie dans ce paragraphe le probleme [P,]” définit au dessus. A partir de la dynamique
d’émergence dessinée en noire sur le graphe (b) de la figure 7.5, on estime le taux d’émergence en
imposant des conditions de régularité. On minimise la fonction cotit de I'équation (7.10) avec 79
nul et po égal a 1078, L’algorithme de Quasi-Newton identifie la fonction tracée en bleue claire
sur le graphe (a) de la figure 7.5.

(a) (b)

0.08
0.9
0.0

[ 0.06]
‘ \

0] | 005]

|
0s{ ‘ 004
\
04
003]

0.0

LA L L R B S B S B
5

age (jours) Temps (jours)

Fia. 7.5: (a) : Tauz d’éclosion et d’émergence en fonction de l’dge. Les courbes noire et
verte sont respectivement les tauz d’éclosion exact et estimé. Les courbes bleue et bleue
claire sont respectivement les tauz d’émergence exact et estimé par la méthode de ()N.
(b) : Dynamiques temporelles d’émergence en fonction du temps. Les courbes noire et
bleue sont obtenues en calculant ’équation (7.2) avec respectivement les tauzr exact et
estimeé.

Les solutions exacte et approchée se superposent, le probléme d’optimisation [Pg]” discret admet
une unique solution.

A partir de la dynamique temporelle d’éclosion ou de la pyramide des ages des larves, on peut
estimer numériquement un unique taux d’éclosion pour le modeéle Lobesia botrana annuel ou
le vecteur E(t) est supposé constant au cours du temps. Le taux d’émergence peut, par la
suite étre identifié avec une donnée expérimentale portant sur la distribution dans le temps de
I’émergence des papillons. Ainsi, le modéle mathématique reproduit exactement le développement
d’une cohorte oeuf sous des conditions climatiques constantes.

7.4.1 Estimation des taux de passage pour une dynamique d’émergence ex-
périmentale.

On souhaite estimer les taux d’émergence et d’éclosion du modele (7.1) & partir d'une dyna-
mique d’émergence mesurée expérimentalement mais différente d’une fonction gaussienne.

Sur une échelle plus petite que le jour, la dynamique d’émergence en fonction du temps mesurée
expérimentalement ressemble & une fonction constante par morceaux, ou a une succession de
fonctions gaussiennes. Le modeéle (7.1) simule ces dynamiques expérimentales pour certaines
valeurs du taux d’éclosion, du taux d’émergence et de la donnée initiale. On se construit ces
dynamiques de vol en imposant aux fonctions (ﬁgx,ﬁéw,ug) les trois valeurs suivantes : une
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gaussienne, une fonction constante par morceaux ou une fonction de Dirac. Globalement, on
obtient une courbe d’émergence sous la forme d’une succession de gaussiennes lorsqu’au moins
une des fonctions uf, 3¢, ou (., s’exprime avec la fonction Dirac. C’est encore vrai lorsqu’on
souhaite reproduire une dynamique de vol en forme d’une fonction créneau. A partir de ces
dynamiques d’émergence en fonction du temps, on estime les taux d’éclosion et d’émergence en
résolvant [Ps].

D’une maniére générale, le probléme [P;] n’admet pas d'unique solution quelque soit la dynamique
d’émergence mesurée en conditions de laboratoire. Cependant, on détermine deux cas particuliers
ou le probléme [P] admet un unique couple de solutions (3¢, ﬁl) La dynamique d’émergence du
graphe (b) de la figure 7.6 est construite a partir de fonctions de passage égales a une fonction
Dirac et une donnée initiale égale & une fonction gaussienne centrée en I’age 1 jour. La solution
du probléme d’estimation est tracée sur le graphe (a) de cette figure.

(a) (b)
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FiG. 7.6: (a) : Tauz d’éclosion et d’émergence en fonction de l’dge. Les courbes noire et
verte sont respectivement les tauz d’éclosion exact et estimé. Les courbes bleue et bleue
claire sont respectivement les tauz d’émergence exact et estimé par la méthode de ()N.
(b) : Dynamiques temporelles d’émergence en fonction du temps. Les courbes noire et
bleue sont obtenues en calculant ’équation (7.2) avec respectivement les tauz exact et
estimeé.

La solution estimée par l'algorithme de QN et la solution exacte se superposent, le probléme
[P,] discret admet une unique solution pour une dynamique d’émergence caractérisée par un pic
gaussien par jour. Dans cette situation, la dynamique d’éclosion simulée avec le taux d’éclosion
estimé est aussi une succession de pics gaussiens.

La dynamique d’émergence tracée sur le graphe (b) de la figure 7.7 a été obtenue avec I'équa-
tion (7.2) ou les taux d’éclosion et d’émergence et la donnée initiale du modele (7.1) sont des
fonctions créneau. Cette dynamique ressemble & une fonction gaussienne et est différente des
dynamiques mesurées expérimentalement. La solution obtenue au probléme [Ps] avec cette dy-
namique d’émergence est dessinée sur le graphe (a).
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Fia. 7.7: (a) : Tauz d’éclosion et d’émergence en fonction de l’dge. Les courbes noire et
verte sont respectivement le tauzr d’éclosion exact et estimé. Les courbes bleue et bleue
claire sont respectivement le tauzr d’émergence exact et estimé par la méthode de ()N.
(b) : Dynamiques temporelles d’émergence en fonction du temps. Les courbes noire et
bleue sont obtenues en calculant ’équation (7.2) avec respectivement les tauz exact et
estimeé.

La solution se confond avec les taux d’éclosion et d’émergence exactes. Le probléme [P] discret
admet une unique solution pour cette dynamique d’émergence gaussienne.

Ces deux calculs montrent que le probléme (7.1)-(7.2) admet numériquement un unique couple
de fonctions (3¢, 8!) lorsque les taux d’éclosion et d’émergence sont des fonctions constantes par
rapport a 'age et lorsque la donnée initiale est une fonction gaussienne.

7.4.2 Estimation du taux d’émergence pour une dynamique d’émergence ex-
périmentale.

On s’intéresse au cas particulier d’identifier le taux d’émergence du modele (7.1) & partir d’une
dynamique de vol des papillons en fonction du temps mesurée expérimentalement. On résout le
probléme [P2]N avec deux données expérimentales qui sont la dynamique d’éclosion en fonction du
temps geclo et la dynamique d’émergence temporelle gey,. Ces données sont ajustées a l'algorithme
de minimisation, autrement dit les éclosions et les émergences mesurées sur une journée sont
réparties sur une échelle de 2h40 selon deux approches. Dans la premiére, on suppose que la
probabilité d’éclore et d’émerger est la méme quelque soit ’heure de la journée. Par conséquent,
la dynamique temporelle des populations de larves et de papillons résultante est une fonction
du temps constante par morceaux. La deuxiéme solution est de concentrer les éclosions et les
émergences sur une période précise de la journée. La dynamique des populations de larves et de
papillons ressemble dans ce cas a la succession de pics gaussiens.
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Les éclosions sont concentrées 4 un moment précis de la journée.

Le modele (7.1) simule, d’aprés le chapitre 6, une dynamique d’éclosion sous la forme d’une
succession de pics gaussiens a partir d'une donnée initiale gaussienne et d'un taux d’éclosion
égal & une somme de fonctions Diracs. La dynamique d’émergence du graphe (b) de la figure 7.8
est construite en résolvant I’équation (7.2) et le systéme (7.1) avec cette dynamique d’éclosion
expérimentale et un taux d’émergence gaussien. L’algorithme de Quasi-Newton calcule le taux
d’émergence dessiné en bleu clair sur le graphe (a) de la figure 7.8.

(a) (b)
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Fia. 7.8: (a) : Tauz d’éclosion et d’émergence en fonction de l’dge. Les courbes noire et
verte sont respectivement le tauzr d’éclosion exact et estimé. Les courbes bleue et bleue
claire sont respectivement le tauz d’émergence exact et estimé par la méthode de ()N.
(b) : Dynamiques temporelles d’émergence en fonction du temps. Les courbes noire et
bleue sont obtenues en calculant ’équation (7.2) avec respectivement les tauz exact et
estimeé.

La solution estimée se superpose a la solution exacte. L’erreur d’approximation est inférieure a
0,1, le probléme [P2]” discret admet alors une unique solution pour cette dynamique d’émergence
des papillons.

Les éclosions sont constantes sur la journée.

Le modele (7.1) simule, d’aprés le chapitre 6, une dynamique d’éclosion sous la forme d’une
fonction constante par morceaux & partir d’'une donnée initiale égale & une fonction créneau
et d'un taux d’éclosion égal & une somme de fonctions Diracs. La dynamique d’émergence du
graphe (b) de la figure 7.9 est construite en résolvant I’équation (7.2) et le systéme (7.1) avec
cette dynamique d’éclosion expérimentale et un taux d’émergence égal a une fonction créneau.
L’algorithme de Quasi-Newton calcule le taux d’émergence dessiné en bleu clair sur le graphe (a)
de la figure 7.9.
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FiG. 7.9: (a) : Tauz d’éclosion et d’émergence en fonction de l’dge. Les courbes noire et
verte sont respectivement le taux d’éclosion exact et estimé. Les courbes bleue et bleue
claire sont respectivement le tauzr d’émergence exact et estimé par la méthode de ()N.
(b) : Dynamiques temporelles d’éclosion et d’émergence en fonction du temps. La courbe
noire est la dynamique d’éclosion alors que les courbes bleue et verte sont obtenues en
calculant I’équation (7.2) avec respectivement les tauz d’émergence exact et estimé.

La solution estimée se superpose a la solution exacte. Le probléme [Pg]” discret admet alors une
unique solution pour cette dynamique d’émergence des papillons.

Dans ce paragraphe, on a montré que le modeéle (7.1) simule des dynamiques d’émergence me-
surée expérimentalement et qu’il admet numériquement un unique taux d’émergence lorsque la
condition de renouvellement du stade larvaire est non négative en fonction du temps.

7.5 Application a des données expérimentales.

On applique le probléme d’estimation [P;]” sur les données de Thiéry qui n’ont pas été pu-
bliées. Sous des conditions constantes de 23°C et 60% h.r., il a mesuré le temps de développement
(D) de 293 oeufs nés le méme jour. La dynamique d’émergence résultante s’étale sur 22 jours et
commence 30 jours apres la naissance des individus. Les larves ont grandi séparément dans des
godets qui ont été rempli d'une alimentation artificielle. La proportion d’émergence sur chaque
jour est donnée en pourcentage (%) et en nombre d’individus (nb) dans le tableau 7.3.
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jour 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
nb 2 1 6 11 10 31 22 25 25 22 24
%o 1 05 2 4 5 11 &8 9 9 8 8

jour 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 51
nb 34 19 17 12 7 4 7 4 2 1 4
% 12 65 6 4 2 1 2 1 03 1 0

TAB. 7.3: Dynamique d’émergence en nombre d’individus (nb) et en pourcentage de 293
oeufs nés le méme jour et mesurée en conditions de laboratoire par Thiéry (Données
non publiées).

On pose T égal a 55 jours et la dynamique expérimentale g, est tracée en noir sur le graphe
(b) de la figure 7.10. Le taux d’éclosion utilisé dans ce calcul est celui du graphe (a) de la figure
6.8 qui permet de simuler avec le modeéle (7.1) la dynamique d’éclosion mesurée par Auroy pour
des conditions thermiques de 20°C constant et hygrométriques de 60% r.h.. On suppose que la
durée de développement et les différences de croissances entre les individus d’une cohorte oeuf
sont identiques. La routine de minimisation, BCONG, trouve le taux d’émergence du graphe (a)
de la figure 7.10.
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FiG. 7.10: (a) : Tauz d’émergence estimé par l'algorithme de QN en fonction de l’dge.
(b) : Dynamiques temporelles d’émergence en fonction du temps. La courbe noire est la
donnée expérimentale et la courbe bleue est obtenue en calculant ’équation (7.2) avec le
taux d’émergence estimé.

Les premiers papillons de cette population émergent au 25éme jour du stade larve alors que les
derniers émergent au 43éme jours. La différence maximale d’age d’émergence est de 18 jours, soit
2 semaines et demi, pour cette cohorte d’oeufs d’age moyen d’un jour. La proportion d’émergence
est variable en fonction de I'dge d’émergence, cependant un maximum d’émergence se produit
aux 36éme et au 38éme jour.
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7.6 Estimation des taux d’émergence maéale et femelle.

On s’intéresse dans ce paragraphe a I'estimation du taux d’émergence des papillons en fonction
du sexe et de I’age des individus. On propose de modéliser le développement des individus méles
et femelles selon deux approches. Dans la premiére, la structuration de la population par rapport
au sexe des individus est faite au stade larve alors que dans la deuxiéme approche, on I'applique
au stade papillon. Les modeéles mathématiques qui découlent de ces hypothéses sont différents
par rapport & leur structure mais sont constitués des deux taux d’émergence.

7.6.1 Structuration de la population au stade larve.

On appelle u¢(t,a) la densité d’individus oeuf a Iinstant t et a 'age a, u'™(t,a) celle des
larves males et ulf (t,a) celle des larves femelles. Le vieillissement de ces populations est modélisé
par

B (t,a) + 2= (t,a) = —(a)us(t,a), t>0 ac€l0,L],
QU (t,a) + 287 (t,a) = —Blm (a)ulm (t,a), t>0 acl[0,L™], (7.11)
%(t,a) + ag;f (t,a) = —BY (a)ul (t,a), t>0 ac|0,L],

o L€, L™, et L sont respectivement ’age maximal de vie des oeufs, des larves males et des
larves femelles. Les conditions de renouvellement associées & ces densités sont données par

ue(t,0) =0, t>0,
ulm (t,0) = 7 [ B(s)uc(t, s)ds, >0, (7.12)
ult (t,0) = (1 — 1) fOLe Be(s)uc(t,s)ds, t>0,

ou la constante 7 est le sexe ratio. La condition de renouvellement du stade oeuf est nulle car
aucun oeuf est introduit dans I'expérience au cours du temps. Les données initiales sont

uF(0,a) = ub(a), a€[0,L*], k=eln,l;. (7.13)

Les dynamiques d’émergence associées aux papillons femelle et méale sont modélisées par les
équations
Lf m
qr(t) = / BY (s)ul (t, s)ds, qm(t) = gl (s)ulm(t, s)ds, t >0, (7.14)
0 0

ou gy et g, correspondent respectivement aux mesures expérimentales de la dynamique d’émer-
gence des femelles et celle des méales. On détermine les taux de passage en résolvant le probléme

T Lm 2 T
) lm Im B
Mmﬁlmvﬁlf/o |:/0 B (a)u (t,a)da qm(t):| dt_|_/0

ot ul™ et uls sont données par (7.11)-(7.12)-(7.13).

Lf 2
/ B4 ()i (t, a)da — qs(t)| dt

0
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La mesure sur le temps de développement ou de la dynamique d’émergence au cours du temps de
ces populations est généralement faite sur une génération. Dans ce cas, le probléme d’estimation
du couple de fonctions (ﬁlm, ﬁlf) revient a étudier simultanément les problémes suivant

k 2
Mz'nﬁz,c fOT [fOL Blk(a)ulk(t, a)da—qk(t)] dt,
ou u'* est solution de

P}] Be(t,a) + B (1.a) =~ (@)u(ta). 1>0, ae 0L,
Guk(t,a) + %L (t,a) = =B (a)ul(t,a), t>0, acl0,L"]
u®(0,a) = uf(a), acl[0,L],

uls(0,a) = ulf(a), ac0,LH],

ué(t,0) =0, t>0,

ulk(8,0) = i Be(s)uc(t, s)ds, t>0,

ou k=m,f.

Si la donnée initiale des densités des populations larvaire male et femelle est nulle quelque
soit 1’age, alors le modéle simule la croissance d'une cohorte d’oeufs jusqu’au stade adulte. Ce
probléme d’estimation est équivalent a celui étudié dans ce chapitre, & savoir l'estimation du
taux d’émergence unisexe. Dans le cas contraire, c’est a dire ou les fonctions uf)m (a) et uéf(a)
sont non nulles pour tous les dges et la donnée initiale du stade oeuf est nulle, les dynamiques
de vol sont calculées & partir d’'une cohorte de larves. La condition de renouvellement des stades
larves male et femelle sont nulles. Dans ce cas, les problémes d’estimation sont équivalents au
premier probléme étudié dans cette thése, & savoir I'estimation du taux d’éclosion.

Application 4 des données expérimentales.

On utilise la dynamique d’émergence des 293 oeufs nés le méme jour présentée au paragraphe
7.5 pour estimer les taux d’émergence des males et des femelles du modeéle (7.11)-(7.12)-(7.13).
Le tableau 7.4 donne la proportion d’émergence par jour en pourcentage (%), en nombre d’indi-
vidus (nb) et en fonction du sexe des individus. Les valeurs en pourcentage sont utilisées pour
représenter les dynamiques gy et g, dans les problémes d’estimation [P2k] pour k égal a f et
m. L’age maximal de vie aux stades larve méle et femelle est fixé 50 jour et le temps final des
mesures est 55 jours.
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jour 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41
mbfem 0 0 0 0 1 5 9 10 18 18 14 17
nbmale 2 1 6 11 9 26 13 15 7 4 10 17
%fem O 0 0 0 03 1,7 31 34 6,1 61 47 58
%male 0,7 03 2 37 31 88 44 51 24 14 34 58
jour 42 43 44 45 46 47 48 49 50 51  total
mb fem 11 12 9 5 1 3 2 3 0 3 140
nbmale 8 5 3 2 3 4 2 2 1 1 152
% fem 3,7 41 31 1,7 03 1 07 1 0 1 478
%male 27 1,7 1 07 1 14 07 07 03 03 516

TAB. 7.4: Dynamiques d’émergence, en nombre d’individus (nb), en pourcentage et en
fonction du sexe des individus de 293 oeufs nés le méme jour et mesurées en conditions

de laboratoire par Thiéry (Données non publiées).

L’algorithme détermine les taux d’émergence male et femelle de la figure 7.11. Le premier papillon
émerge au 24éme jour du stade larvaire pour les males alors qu’il apparait qu’au 28éme jour pour
les femelles. La protandrie, c’est & dire la différence d’émergence entre les méles et les femelles,
est de 4 jours. L’émergence du dernier papillon dans les deux populations a lieu au plus tard le

46éme jour du développement de la larve.
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Fia. 7.11: Taux d’émergence estimé par l’algorithme de Q)N en fonction de l’dge a partir
de la dynamique expérimentale du tableau 7.4. (a) : Taur d’émergence male. (b) : Tauz

d’émergence femelle.

Les dynamiques d’émergence associées a ces taux estimés sont représentées en vert sur la figure
7.12. Les courbes se superposent aux courbes de la donnée expérimentale, le modele (7.11)-(7.12)-
(7.13) simule, pour des taux d’émergence définis sur les graphes (a) et (b) de la figure 7.11 la
dynamique d’émergence mesurée en conditions de laboratoire.
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(a) (b)
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Fia. 7.12: Dynamiques temporelles d’émergence en fonction du temps. La courbe noire
est la donnée expérimentale et la courbe bleue est obtenue en calculant I’équation (7.14)
avec respectivement les taux exactes et estimés. (a) : Dynamique d’émergence des mdles.
(b) : Dynamique d’émergence des femelle.

7.6.2 Structuration de la population au stade papillon.

On différencie les individus d’une population Eudémis par rapport & leur sexe au stade pa-
pillon. Dans cette situation, le développement des populations Eudémis jusqu'au stade adulte
est modélisé par

(7.15)

9 (t,a) + 9 (t,a) = —3(a)us(t,a), t>0 acl0,L]
O (¢ a) + 2L (t,a) = —(BY + Aim)(a)ul(t,a), t>0 ae€l0,L]

ot L¢ et L! sont respectivement 1'age maximal de vie des oeufs et des chenilles. Le taux d’émer-
gence général ' utilisé dans le probléme d’estimation [P,] est décomposé en la somme du taux
d’émergence femelle 5 et du taux d’émergence des males 5'. Les conditions aux limites pour
le systéme (7.15) sont

u¢(t,0) =0, t>0,
} LE e . (7.16)
u(t,0) = [ B°(s)u(t,s)ds, t>0.
Les données initiales sont
ub(0,a) = uf(a), acl0,LF], k=e,l (7.17)
Les dynamiques d’émergence sont modélisées par les équations suivantes
L L
at)= | BU(s)'(t.s)ds, qu(t)= [ B (s)u'(t.s)ds, t>0 (7.18)

0 0

La dynamique de vol générale étudiée précédemment gy, est décomposée en gy et g;. Le probléme
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d’identification des taux de passage est

Ming,, s, fOT {fOLL B (a)ul(t, a)da — qm(t)] ’ dt
l 2
I @ ayda — o/ ()]t

ot u! est solution de (7.15)-(7.16)-(7.17)
Lorsque la fonction u)(a) est nulle sur le domaine [0, L!] alors ce probléme d’estimation est
celui traité au paragraphe 7.1. Ce probléme admet une unique solution si le taux d’éclosion et la
donnée initiale du stade oeuf sont données. On résout ce probléme pour la dynamique d’émergence
expérimentale présentée dans le tableau (7.4). Le graphe (a) de la figure 7.13 représente le taux
d’émergence male alors que le graphe (b) correspond au taux d’émergence des femelles.

(a) (b)
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Fia. 7.13: Taux d’émergence estimé par l’algorithme de Q)N en fonction de l’dge a partir
de la dynamique expérimentale du tableau 7.4. (a) : Taur d’émergence male. (b) : Tauz
d’émergence femelle.

Sur une cohorte de 100 oeufs 4gés d'un jour en moyenne, le modéle (7.15) simule, a partir de ces
taux estimés, le développement d’environ 51 larves en adultes méales et 48 larves en femelles. Ces
proportions sont celles mesurées expérimentalement (tableau (7.4)).

Application aux données expérimentales.

On dispose de mesures sur le temps de développement de cohortes de L1 agées du méme jour
jusqu’au stade adulte. Ces chenilles ont été placées dans des godets contenant une nourriture a
base de raisin. Le protocole de cette expérience est donné sur 'article de Moreau et Thiéry (2006).
L’objectif de cette expérience était de montrer les effets de la nourriture sur le développement
larvaire. A partir de la dynamique d’émergence mesurée sur ces populations, on estime le taux
d’émergence des papillons femelles et méles en fonction du cépage.
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Le tableau 7.5 donne le nombre de papillons émergeant par jour dont les chenilles ont été alimen-
tées sur pinot noir, Chardonnay et Lambrusque. La figure 7.14 correspond aux taux d’émergence
des populations de femelles et de méales estimés & partir de la dynamique d’émergence obtenue sur
pinot noir, sur chardonnay et sur lambrusque. Les dges d’émergence en papillon de ces cohortes
de larves sont compris dans l'intervalle [25; 40] jours pour les males et [25; 37 | pour les femelles
sur les 3 cépages. Les différences de développement entre les males sont plus importantes sur
chardonnay (13 jours) que sur pinot noir (7 jours) alors que pour les femelles ces différences sont
les plus importantes sur lambrusque (11 jours) que sur chardonnay (7 jours).

Pinot noir

jour 26 27 28 29 30 3l 32 33 314 35
% fem 0 22 134 10,1 123 15,7 1,12 22 45 1,12
% male 7,8 14,6 45 22 22 112 112 33 0 0

Chardonnay

jour 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38
% fem 1,1 3,3 66 197 77 109 66 0 0O 0 0 0 0 0 0
% male 0 11 11 11 0 55 176 77 33 33 0 22 0 0 11

Lambrusque

jour 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35
% fem 12 24 6 156 7.2 7.2 60 24 36 12 12
% male 84 192 72 24 36 24 24 0 0 0 0

TAB. 7.5: Dynamiques d’émergences, en pourcentage, en fonction du sexe des individus
et de Ualimentation des chenilles ( pinot noir, chardonnay et lambrusque ) mesurées en
conditions de laboratoire (données de Moreau et Thiéry non publiées).

La figure 7.15 donne les dynamiques d’émergence de cohortes de larves soumises a des conditions
climatiques constantes en fonction du cépage. La courbe noire est la donnée expérimentale alors
que la courbe bleue est la simulation du modéle ou la valeur des taux d’émergence sont donnée
en 7.14. L’erreur de prédiction est inférieure a 1% pour ces 3 exemples.
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Pinot noir
014 (a) 0.4 (b)
012 0.14
o1d 013
0.14
0.08
008
0.04
00§
004
004
0.02 I 0.0d .
R N N N R A N A )
age (jours) age (jours)
Chardonnay
0.24
(© (A
0.1
01§
014 o
0.0§ 00§
5 0Tl o s ko B b b % A N A N
age (jours) age (jours)
Lambrusque
01§
©) U]
0.4
0.14
014
014
014 o
00§
0.0§ 004
Il il
5 0Tl o s o B b b % A N A N
age (jours) age (jours)

FiG. 7.14: Tauz d’émergence estimé par l’algorithme de QN en fonction de [’dge. (a),
(c), (e) : Taur d’émergence mdle sur respectivement pinot noir, chardonnay et lam-
brusque. (b), (d), (f) : Tauz d’émergence femelle sur respectivement pinot noir, char-
donnay et lambrusque.
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Pinot noir
0.0:
003 @) (b)
0.039
0.024
0.024
0.024
0.024
0.014 0018
0.014 0,014
0.004 0.004
10 P 0 & ) 10 % kN d 50
Temps (jours) Temps (jours)
Chardonnay
C d
8 © . @
0030 0.03%
0.039
0.024
0.024
0.024
0.024
0.014
0.01%
004 0.014
0.003 0.003
10 P kN b %0 1o % kN d 50
Temps (jours) Temps (jours)
Lambrusque
0.0:
0049 (e) (
0.039
0.034
0039 0.024
0.0 0.0
0.024
0.015
0.014
0.014
0.014
0.008 0.00§
00— T T T T T T 00———T7TT T T+ T T T
o % EY) b ) fo P kY ) %0
Temps (jours) Temps (jours)

Fia. 7.15: Dynamiques temporelles d’émergence en fonction du temps. La courbe noire
est la donnée expérimentale et la courbe bleue est obtenue en calculant les équations
(7.18) avec le tauz estimé. (a), (c), (e) : Dynamiques d’émergence des mdles sur respec-
tivement pinot noir, chardonnay et lambrusque. (b), (d), (f) : Dynamiques d’émergence
des femelles sur respectivement pinot noir, chardonnay et lambrusque.
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Chapitre 8

Estimation du taux de ponte.

Dans ce chapitre, on détermine le taux de ponte selon I’adge de la femelle. Pour cela, on utilise
les dynamiques de ponte mesurées en conditions de laboratoire. Ces expériences démarrent avec
une population de femelles de méme age. Elles sont mises & l'accouplement pendant 48h puis
isolées dans un tube & essaie pour controler la ponte. Les oeufs sont alors comptabilisés tous les
jours jusqu’a la mort de la femelle. De ces informations, on déduit le probléme mathématique
pour Pestimation du taux de ponte 3/. Le développement dans le temps des femelles est modélisé
par I’équation hyperbolique suivante

%uf(t,a) + %uf(t, a) =0, (t,a) € [0,T] x [0, L],
u! (0,a) = ul (a), ae€l0,L] (8.1)

ot uf (t,a) est la densité de femelles a I'age a et a l'instant ¢. L'age maximal de vie des femelles
est égal a L et le temps final de l'expérience est T. La dynamique temporelle de la ponte est
donnée par la relation

L
Qeap(t) = /0 Bf(a)uf(t,a)da, te[0,T7], (8.2)

Ol Gezp correspond a la donnée expérimentale. Seules les femelles vivantes sont considérées dans
cette expérience. Le probléme mathématique consiste a identifier le taux de fécondite 57 vérifiant
I'équation (8.2). La densité de femelles est donnée, en résolvant le systéme (8.1) par la méthode
des caractéristiques, par I’équation

ul (t,a) :u{;(a—t) a>t, tel0,T].

En remplacant dans 1'équation (8.2) la densité u/ par 1’équation précédente, on déduit que le
taux de ponte satisfait ’équation

L
Geap(t) = /t 3 (a)ul (a —t)da, te€[0,T]. (8.3)

Ol Gegp €t u{; sont des fonctions connues. Par une méthode des moindres carrés, on estime le taux
de ponte a partir de I’équation (8.3).
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8.1 Formulation et résolution du probléme d’estimation.

Le probleme d’estimation du taux de ponte est donné par

2

Py Mingsex / [ / 67 (@) (0 — t)da — quap(®) |,
ou K est I’ensemble des solutions du probléme [Ps] et est donné par

K ={B(a) € C°([0,L]);0 < B < B < 3}

On note la fonction cotit du probléme de minimisation par J(37) et on définit par € le domaine
[0, L] x [0,T7].

Théoréme 12 Le probléme [Ps] admet un unique optimum.

Preuve : A l'aide des suites minimisantes, on montre que le probléeme [P3] admet au moins une
solution (voir preuve du théoréme 3). Soient ﬂ{ et ﬂg deux solutions du probléme de minimisation
[Ps]. La dérivée de la fonction cotit aux points ﬁ{ et ﬁg est alors égale a la valeur nulle

J@eh=0, v7@B5)=o.

La dérivée de la fonction cott par rapport a la fonction 37 est

<VIE)h > =2 / < / 8/ ()l (a — t)da qm,(t)> /t " il (@ - tyh(a)dadt,

pour toutes fonctions h de I'espace L2([0,L]) telles que h(L) = h(0) = 0. La différence du
gradient de la fonction cott entre les points ﬂ{ et Bg est égal a

L
/t (6] (a) — B (@)l (a—t)da =0, te0,T)

La donnée initiale est non nulle sur tout le domaine [0, L], par conséquent les fonctions ﬁ{(a) et
ﬁg(a) sont égales sur U'intervalle [0, L].

8.2 Le probléme discret.

On s’intéresse au probléme discret de [Ps] pour obtenir numériquement une solution. Le maillage
utilisé est celui définit dans le chapitre 5. L’intervalle [0, 7] est subdivise en Ny 4+ 1 points t" qui
sont donnés par

" =nAt, n=0,N;.
L’intervalle des ages est discrétisé en N, 4+ 1 points avec la décomposition suivante

[07L] :Ui[ai_%aai_}_%[v { :O,Na,
ol les points a la maille 7 + % sont donnés par la formule

o1 .
it+3 :(Z+§)Aa7 i =0,Ng—1
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et Aa est le pas de discrétisation en dge. Le probléme discret s’écrit sur ce maillage

Nt Na 2
(Psla: Ming o ( Ta(Bh) =AY | Aa_ Blup, , —dly
n=0 i=n

ol g, est 'approximation de la fonction ge,), pour ¢ appartenant dans l'intervalle [, "+ pour

tous n strictement positif, et ugi est la valeur approchée de la donnée initiale ug ol a appartient

a l'intervalle [a,_1,a, 1] pour tous 7 allant de 0 & N,. La solution approchée du taux de ponte
2 2

est notée ﬁ£ On cherche la solution du probléme [Ps]a dans l'espace Ka qui est définit par
K ={B(a) =06 >0, ac]q 1 ai+%[7 i=0,Ng}.
Théoréme 13 Le probléeme [Ps|a admet une unique solution.

Preuve : Le gradient de la fonction cotit est

1 Na
Gi=2AtAaY ul,_, | Aa> " Bluf  —ql, (8.4)
n=0 j=n

pour ¢ allant de 0 & N,. Le vecteur ﬁ£ est un optimum si et seulement si G; est nul pour tous ¢

de 0 a N,. Les équations pour Gj«; a 'optimum sont utilisées dans le calcul de G; au point ﬁ£
qui vérifie alors le systéme

Na
AaZﬂ}Cuéj_i = Qegpr @ =0, Ng.
j=i

La forme matricielle de ce systéme est

f f
u0,0 f . U07Na f qO
0 gy - Upn, 1 _0 1 rp
f . . — A
0 0 o ﬁf Aa qgca
0 0 uj, Na v

On note U7 la matrice triangulaire supérieure a coefficients strictement positifs. Le vecteur ﬁ£
est calculé par la relation

U 0 No \T
oll Qezp st le vecteur (qegp, s Qo) -

8.2.1 Reésultats numériques.

On résout le probléme d’estimation [Ps]a avec algorithme de Quasi-Newton (QN) définit dans
le chapitre 6. Le gradient de la fonction cotit est donné par 1’équation (8.4). On choisit de se
construire une dynamique expérimentale gy, en résolvant I’équation (8.3) et a partir d’un taux
de ponte donné ﬂé}. L’objectif est de trouver un unique taux de ponte pour cette dynamique de
ponte expérimentale en résolvant le probleme d’estimation. La solution obtenue par ’algorithme
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de minimisation est notée ﬁ[]:pp.

On présente dans la figure 8.1 deux résultats qui sont obtenus avec une donnée initiale égal a
une gaussienne centrée en ’age 1 et de largeur 0.25 et un taux de ponte égal a une gaussienne
centrée en 1'age 3, d’amplitude 1 et de largeur 0.5. L’age maximal du stade adulte est fixé a 10.
Le premier résultat est obtenu sans régularisation de la solution (graphe (a) de la figure 8.1)
alors que le deuxiéme est la solution du probléme [P;] en régularisant le taux de ponte avec sa
norme minimale et sa norme minimale de sa dérivée seconde (graphe (b) de la figure 8.1 (b)).

(a) (b)

2.5

1 0.8
2.0 1

i 0.6
1.5 4

0.4{
1.0 i

0.54 0.

age (jours) Temps (jours)

Fia. 8.1: Taux de ponte en fonction de l’dge. La courbe noire est la solution exacte
alors que la courbe bleue est la solution du probléme d’estimation [Ps] avec la méthode
(QN). (a) la solution n’est pas régularisée. (b) la solution est régularisée avec sa norme
L? minimale et sa norme L* minimale de sa dérivée seconde.

Le probléme d’estimation [P3] a une unique solution si on impose des conditions de régularité
sur la solution. Les oscillations de la solution du probléme d’estimation (graphe (a) de la figure
8.1) sont dues a la résolution de 'algorithme de Quasi-Newton (voir chapitre 6). La valeur
de la fonction cott pour ces deux solutions mais aussi l'erreur entre la dynamique de ponte
expérimentale et la dynamique de ponte calculée avec la solution sont données dans le tableau
8.1.

Figure 8.1 (a) (b)
n 0 0,110~
vy 0 0,110~

Ia(Bl,)  5,03107° 5131077

[ Gexp — Qapplloe 6,971073  1,241073
11|58 |13 0 6,2610 9
V102 84ppl3 0 4751077

TAB. 8.1: valeur de la fonction coit, de l’erreur mazimale entre la dynamique de ponte
expérimentale et la dynamique de ponte calculée pour les deuz solutions de la figure 8.1.
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8.3 Application aux données expérimentales.

On applique la méthode d’estimation du taux de ponte présenté au dessus sur un jeu de
données expérimentales. La dynamique de ponte g.,;, qu’on utilise vient de mesures faites sur
des femelles d’élevage de 'UMR Santé Végétale et n’est pas publié. La ponte de ces femelles dure
en moyenne 7 jours avec un nombre d’oeufs qui décroit au cours de la ponte et commence 24h
aprés I'accouplement. On ajuste cette dynamique de ponte sur un pas de mesures de 2h40 afin de
pouvoir l'utiliser dans l’algorithme de minimisation. On propose de répartir la ponte des femelles
d’une journée de deux facons. La premiére consiste a centrer la ponte en fin de journée. Dans
ce cas, la dynamique de ponte résultante ressemble a la courbe (b) de la figure 8.2, c’est a dire
a une succession de pics gaussiens. La deuxiéme facon de distribuer la ponte est de la répartir
équitablement sur la journée. Dans ce cas, la dynamique de ponte ressemble a la courbe (d) de
la figure 8.2, c’est & dire a une fonction constante par morceaux. Le taux de ponte calculé par
I’algorithme de minimisation pour ces deux dynamiques de ponte est donné respectivement sur
les graphes (a) et (c) de la figure 8.2.

40] @ ()
351 0.08]
3K
0.06{
25
20
0.04
15
1y 0.0
05
" Ao .
I L L L L L L I T T
1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 3 4 5 6 7 8 9 0
age (jours) Temps (jours)
0] (© 0045 ()
oA 0.048¢
0.035
0.6
0.036{
05
0.025
0.4
0.026
0.3
0.015
02 0.016{
04 0.005)
[ T T L i L A oo—————
5 10 5 5 10 5
age (jours) Temps (jours)

FiG. 8.2: Graphes (a) et (c) : taur de ponte calculé par algorithme de QN pour le
probléeme [P3] en fonction de l’dge. Graphes (b) et (d) : dynamiques de ponte en fonction
du temps. La courbe noire est la donnée expérimentale et la courbe bleue est obtenue avec
le tauz de ponte estimé a partir de I’équation (8.3).

Le taux de ponte estimé est la somme de fonctions Diracs lorsque la dynamique de ponte est
une somme de fonctions gaussiennes. Ce taux est une fonction qui oscille avec des variations
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qui diminuent en fonction que I'dge augmente lorsque la dynamique de ponte est une fonction
constante par morceaux.

En fonction du comportement de ponte de la femelle, on peut connaitre, en résolvant le probléme
[Ps], son age de ponte. Cette information peut s’avérer utile pour les biologistes afin de mettre
au point des méthodes de lutte contre I’Eudémis de la vigne ou bien contre d’autres ravageurs
aux caractéristiques biologiques trés proches. Le premier taux de ponte sera utilisé dans ’étude

de la dynamique des populations de 'Eudémis.
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Chapitre 9

Estimation des taux de mortalité.

Dans cette partie, on estime les fonctions de mortalité en fonction de I'age des individus. En
particulier, on détermine les taux de mortalité des stades oeuf m®, larvaire m! et papillon m? du
modeéle suivant

utlta) | Oulba) — _(5%(a) + m®(a))us(t,a), a€[0,L, >0,
dulta) | ulta) _ _(gl(a) +mi(a))ul(t,a), ac0,Ll], t>0, (9.1)
au%(f’a) + aug(j’a) = —mP(a)uP(t,a), a€]0,LP], t>0.

Les fonctions 3¢ et 3! sont respectivement le taux d’éclosion et le taux d’émergence. Ces fonctions
sont définies sur les domaines [0, L¢] et [0, L¢] oit L€ et L! sont respectivement les ages maximaux
de vie des populations oeuf et larvaire. Les conditions de renouvellement du systéme (9.1) sont
données par

u(t,0) = OLP BP(a)uP(t,a)da, t>0,
ul(t,0) = fOLe B¢(a)uf(t,a)da, t>0, (9.2)
uP(t,0) = fOLl B (a)ul(t,a)da, t >0,

~—

ou (P est le taux de fécondité définit sur le domaine [0, LP] et LP est I’age maximal de vie des
papillons. Les conditions initiales des équations du systéme (9.1) sont

uF(0,a) = ug(a), a€l0,L"), k=elp. (9.3)

Le probléme (9.1)-(9.2)-(9.3) s’apparente au modeéle de Rundell traité dans l'article (1993) qui
s’écrit
%u(t, a) + %u(t, a) = —m(a)u(t,a), a€l0,L], ¢t>0
u(t,0) = [ Bla)u(t,a)da, t >0 (9.4)
U(O, (1) = uO(a)7 a € [07 L]

ou u(t,a) est la densité d’individus d'une population a l'instant ¢ et a 1’age a. Les fonctions [,
m sont le taux de fécondité et le taux de mortalité & 'age a de cette population. La constante L
est 'dge maximal de vie de la population. Appliquées & une population d’Eudémis, ces équations
modélisent le vieillissement des individus sur tout le cycle de développement, c’est & dire sur les
stades oeuf, larve et papillon. I’Age maximal de vie L représente la somme des dges maximal de
vie des stades oeuf, larve et papillon.
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Pour ce modéle (9.4) Rundell montre, a partir d'une donnée expérimentale 1 explicitée en fonc-
tion de 1’age de la population et obtenue a l'instant T, I'existence unique du taux de mortalité.
La fonction de mortalité m est prise singuliére c’est & dire qu’elle satisfait la condition

/OL m(a)da = +o0.

Rundell précise que la condition de non nullité de la fonction de renouvellement wu(t,0) est es-
sentielle pour assurer ce résultat.

Bien que la structure mathématique du modeéle (9.1) et du modéle utilisé par Rundell est diffé-
rente, on s’inspire du travail de Rundell pour montrer ’existence unique des taux de mortalité
des stades de développement oeuf, larve et papillon. Pour cela, on se donne des mesures expé-
rimentales ¥* sur la distribution en age de la population & I'instant 7" en fonction du stade de
développement k. Ces données sont égales a

W (T,a) =" (a), a€l0,LF], k=e,lp. (9.5)

Avant d’énoncer le théoréme d’existence et d’unicité des taux de mortalité pour le probléme
(9.1)-(9.2)-(9.3)-(9.5), on formule les hypothéses sur les fonctions démographiques et sur les
observations nécessaire a I'obtention de ce résultat.

H 9 Le temps de l'observation est pris dans lintervalle [L¢ + L', L¢ + L' + LP]. Les fonctions
V¥ (a) sont continues et non négatives sur Uintervalle [0, L*] pour k égal a e,l, f.

k

H 10 Les fonctions de mortalité m* sont non négatives sur [0, L*], bornées localement et vérifient

Lk
/ m*(a)da = +o00, k=e,l,p.
0

H 11 Les fonctions 3*(a) pour k = e,l,p sont bornées et non négatives sur [0, L*] pour k égal a

el f.

H 12 Les données initiales uf sont des fonctions non négatives dans l'espace L%([0, L¥]) pour k
égal a e,l, f.

Le théoréme d’existence et d’unicité des taux de mortalité est le suivant

Théoréme 14 On suppose que les hypothéses (H9)-(H10)-(H11)-(H12) sont vérifiées et que les
fonctions m* et mP sont connues. Le probléme (9.1)-(9.2)-(9.3)-(9.5) admet alors un unique tauz
de mortalité oeuf m©.

¢ en connaissant les

Ce théoréme est valable pour démontrer 'existence unique de la fonction m
taux de mortalité oeuf et papillon, mais aussi pour démontrer I’existence unique de la fonction

mP avec les fonctions de mortalité oeuf et larve connues.

Preuve : Soient les vecteurs u = (u®,u!,uP), v = (v°, 0!, vP), m = (m® mb, mP) et X = (\°, AL, AP).
On suppose que les couples de fonctions (u,m) et (v, ) vérifient les équations (9.5) et le probléme
(9.1)-(9.2)-(9.3). On définit les variables suivante

u(t,a) = u(t,a) —v°(t,a), o(t,a)= ul(t,a) - vl(t,a), w(t,a) = uP(t,a) — VP (t,a).
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Ces fonctions calculent la différence entre les solutions u et v pour tous les temps t et les ages
a. On dénote par m la différence entre les fonctions de mortalité m® et A°. On montre que cette
fonction est nulle sur tout le domaine en age [0, L€].

Les fonctions @, v et w vérifient le systéme d’équations
) Yy

2a(t,a) + La(t,a) + p(a)u(t,a) = —m®(a)u(t,a) — v(t,a)m, a€[0,L°], t>0,
%@(t, a) + %T)(t,a) + BYa)v(t,a) = —ml(a)v(t,a), a€[0,L'], t>0, (9.6)
%w(t, a) + %w(t,a) = —mP(a)w(t,a), a€l0,LP], t>0,

avec les conditions de renouvellement suivante

a(t,0) = [ Bra(t,a)da, >0,
0) = [ B°u(t,a)da, >0, (9.7)
(t,0) = [ 3's(t,a)da, t>0.

<
—~

g

Ces fonctions ont une valeur nulle & 'instant initial et au moment des observations T
ya) =u(T,a) =0, a€l0,L],

,a) =0(T,a) =0, acl0,L}, (9.8)
(0,a) =w(T,a) =0, ac€]|0,LP].

a(0
(0

g

Soient £¢, ¢! et €P) les variables duales des fonctions u®, u! et uP respectivement. Ces fonctions
vérifient le systéme

_%ge(ua) - %ge(tv a’) + ﬂe(a)fe(tv a’) - _me(a)é‘e(tv a’) + ﬂeé‘l(ta 0)7 a € [07[/6]7 t> 07
— Pt a) — ZE(ta) + Ba)é! (t,a) = —m!(a)€!(t,a) + B€P(£,0), a€[0,LY, t>0, (9.9)
—D&P(t,a) — ZEP(t,a) = —mP(a)éP(t,a) + BPEE(t,0), a€[0,LP], t>0,

avec les conditions au temps maximal 7" et & I’4ge maximal suivante
€e(t, L) = &t LY = &P(t, LP) =0, t >0,
§4(T,a) = 0%a), ac0,L,
¢(T,a) = el( ), aclo,Ll],

(T, a) = 60%(a), acl0,L7],

(9.10)

otl #* sont des fonctions positives de I'espace L2([0, L*]

) pour k égal a e, [, p. Par la méthode des
caractéristiques, on explicite la solution du probléme (9.9

)-(9.10) qui est donnée par

(¢°(t,a) = 0°(a — ¢+ T)e= S~ (B Fme)(s)ds

+ft ﬁe gl S 0) f;s(ﬁe—i-me)(T)deS’
(t,a) =0'(a—t+T)e~ " (B+m)()ds

+ Ji BY(a)er(s, 0)e™ ST HmDmdr g,
&P(t,a) = 0P(a —t +T)e Ja T n(s)ds

_|_j; BP é‘e 5,0)e - J7 mp(r)drds7

(9.11)

pour a <t —T et t strictement positif. Quelque soit la valeur de §* pour k égal a e,1,p en I'age
0, les trois équations de (9.11) sont non négatives et intégrables sur le domaine [0, L*], k égal a
e,l,p, pour tous t strictement positif. La premiére équation de (9.6) est multipliée par £ puis
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intégrée sur le domaine [0, L¢] x [0, 7], ou T correspond au temps de I'observation. De la méme
maniére, la deuxiéme et la troisiéme équation de (9.6) sont respectivement multipliées par & et
£P puis intégrées sur les domaines [0, L] x [0, T et [0, LP] x [0, T]. On déduit alors aprés quelques
simplifications le systéme suivant

— [ at, 0)ee(t,0)dt + [ [ B%a 8@0)@ammu

fo fo ve(t,a)&8(t, a)m(a)dadt
—k tOétOdt+k_k ﬂ )EP(,0)0(t, a)dadt = 0
—k tO@t0ﬁ+hk BP(a)éé(t,0)w(t, a)dadt = 0

(9.12)

Le deuxiéme terme a gauche de I’égalité des trois équations s’écrit, en utilisant la définition de
la condition de renouvellement des densités @, v et w

—k t0€t0ﬁ+h£H0 o(t,0)dt =

—fO fo “v(t, a)€e(t, a)m(a)dadt
—k tOétOﬁ+h8%0)@®ﬁ:0
—k tO@t0ﬁ+h£e 0)i(t,0)dt =0

(9.13)

La somme de ces équations donne

/OT /OLe V¥ (¢, )€ (¢, a)m(a)dadt = 0

On pose

tel que I'équation du dessus s’écrive

Le

f(a)m(a)da =0

0

En posant 6°(a) = a™ pour a € [0,L¢] et n > 0 et en utilisant le théoréme de continuité des
fonctions intégrales, on en déduit que la fonction f€ est continue et non nulle pour tous a € [0, L.
Grace au Lemme 2.1. de I'article de Rundell (1993), et des propriétés sur les fonctions de mortalité
m¢ et A%, on déduit que le terme m est nul, autrement dit que m®=\°.

Dans le théoréme (15), I'existence unique du taux de mortalité oeuf repose sur la connaissance
des taux de mortalité larve et papillon mais aussi sur la connaissance des distributions en age des
individus ¥ pour chaque stade de développement k. Chez les populations Eudémis, la pyramide
des ages est mesurée pendant le stade larvaire et ne 'est pas pendant les stades oeuf et papillon.

Théoréme 15 Soit la fonction 1! (a) définie non négative sur l'intervalle [0, L'] et correspondant
a la distribution en dge des larves a linstant T'. Soient les hypotheéses (H10)-(H11)-(H12) vérifiées
et les fonctions m! et mP connues. Le probleme (9.1)-(9.2)-(9.3)-(9.5) admet alors un unique tauz
de mortalité oeuf m®.

Preuve : La preuve est basée sur les calculs développés dans la preuve du théoréme précédent.
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9.1 Formulation et résolution du probléme d’estimation.

Le probleme d’estimation des taux de mortalité s’écrit

(Ming,eres [ (T, a) — (@) da+ [F [ul(T,a) — v'(a)]?

da

[P4] +f0 [uP(T, a) — ¢P(a)]? da

[ oit les fonctions u®, u! et uP) sont données par (9.1)-(9.2)-(9.3)

La fonction m correspond au vecteur (me,ml,mp). L’ensemble des solutions admissibles K est
définit par

K = {f(a) € C°((0, L]); f(a) (/f )da = co}.

La fonction cotit de ce probléme d’estimation est notée J(m
Théoréme 16 Le probléme [Py admet au moins un optimum.

Preuve : Pour toute valeur de optimum m de Iespace K3, la fonction coit admet une borne
inférieure finie ou nulle. Soient d la borne inférieure de la fonction cott et {my}, ou n est un
entier non nul, une suite minimisante telle que

d < J(my) §d+%. (9.14)

La valeur de la fonction coiit pour cet optimum {m,,} est donnée par

LP

me=A”mwm—wmmm+fﬁﬁmw—wwfm+é[ﬁww—w@ﬁm

ot les densités sont calculées a partir des équations du systeme (9.1) avec une fonction de mor-
talité égale a {m,}. Soit L! un age plus petit que L7 et ol € est un paramétre positif petit tel
que

|L7 — L7| < e pour tous j = e, 1, p.
Sur le domaine [0, L], les fonctions de mortalité sont continues. On déduit alors que la suite {m,, }
est bornée, par conséquent il existe une sous suite {my, }; de {m,}, qui converge faiblement

vers m* dans I'espace L2([0, Lﬁ]) pour tous j = e, [, p. Les densités u®, u! et uP sont dépendantes
de la suite {my, }r, et sont données par respectivement
)6_ f;—t(ﬁl(s)"’m%k (s))ds a >t

l
l _ o\a ’ )
Unk(ta a) {u (t a, 0)6_ foa(ﬁl(s)_i_milk (s))ds “ é t’ (915)

)

US(CL _ t)e_ f;—t(ﬁe(s)"‘m%k (5))d57 a > t,
Wt — a,0)e I EEmE (Nds oy
—t

:

uy (t,a) =

P
0

<

(
— e~ Jamimiy (s)ds
W (tq) = (a—t)e ¢ 5 a>t,
r wP(t — a,0)e Jo M ()ds g < ¢

Ces suites sont bornées dans Uespace L2([0, L?]). La suite {mp, } converge faiblement vers m* et
les bornes des domaines en age et en temps sont finies, on déduit alors que

/ m (s))ds — mi(s))ds, acl0,L!], j=e,lp. (9.16)

k—doo Jq—t
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Par conséquent, les suites de fonction {u#, }x pour j = e,l,p convergent vers les limites ui qui
sont données par

a—t)e JiaBe ) me(ds o oy

a

(
we(t — a,0)e Jo B G)+mi(Dds g < ¢
(a— t)e B @+miNds oy

1
U
t0) - { 9

WMt — a,0)e= Jo B ©+misDds o < ¢ (9.17)

(a—t)e” Jaam()ds g > ¢,
uP(t —a,0)e” Jo mis)ds g < ¢

ol a est dans lUintervalle [O,Lz] pour j égal & e,l,p. Sur le domaine [Lz,Lj], les fonctions de
mortalité ne sont pas bornées, par conséquent les densités uj, , pour j = e,l, p, tendent vers la
valeur nulle pour tout ¢ dans [0,7]. En utilisant le résultat (9.16), on déduit que les limites ul

sont nulles sur le domaine [LZ, L’] pour t dans [0,7]. Finalement, on conclut la preuve de la
facon suivante

j(mnk) =
1 L 2 L2
/O [ug,, (T, a) — ¢*(a)]” da + /0 [, (T,a) = ¥'(a)| " da+ /0 [uf,, (T, a) — 4P (a)] da

+ /Lje [uflk (T7 a) - we(a)] ? da + /Lzl [ulnk (T7 CL) - W(CL)} i da + /Lip [uflk (T7 CL) - wp(a)] ’ da
L¢ L 2 L?
e ), T @ dat /0 l(Tya) = ¢! (@)] da+ /0 [2(T,a) — ¢*(a))* da

k—+4o00

Le Lt 9 r
[ @k [ [d@)] das [

: L
Pour € proche de la valeur 0, on a

L€

Tm) o | [(T,0) = (@) da

|/ " [ —viw)] das [ e - o
= J(m") = .

2

Pour résoudre le probléme [Py], on étudie la fonction Lagrangienne. Soient p et h les variables

Y

de Lagrange. La premiére variable p est définie par (p®, P pP) et la seconde variable est égale a
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(h€, h!, hP). Le Lagrangien est

T pL®

L(S) = )+ [0ru + Oqu’ + [°(a)u® + mf(a)u®] p°(t, a)dadt

S—

0

T L
+ / / atul + 0,ul + B (a)u! + ml(a)ul] pl(t, a)dadt
o Jo

T fLP

+ [OruP + OguP + mP (a)uP] pP(t, a)dadt
/o

T Lr

u(t,0) — ; BP(s)uP(t, s)ds] he(t)dt
T Le

ul(t,0) — B¢(s)u(t, s)ds] Rl (t)dt
L 0
T [ L
uP(t,0) — ﬁl(s)ul(t,s)ds] hP(t)dt.

0

_l’_

S— S — o—

+

ou S est le vecteur (m,p, h). Le vecteur S est un optimum de la fonction Lagrangienne £ si
VL(S) =0.

Le calcul des dérivées du Lagrangien par rapport aux variables p a 'optimum donne le probléme
d’évolution (9.1). Le calcul des dérivées du Lagrangien par rapport aux variables h donnent les
conditions de renouvellement de chaque fonction u”*, pour k égal a e,l,p du systéme (9.2). Le
probléme adjoint de [Py] s’obtient en dérivant le Lagrangien par rapport aux trois variables d’état
qui sont u€, u et uP et est égal au systéme

— &0t (t,a) — Zpt(t,a) + B°(a)pe(t, @) +me(a)p?(t,a) = °(a)p(t,0), a€[0,L,
—Gipt(t,a) = $2p'(t.a) + B (a)p!(t, a) + m! (a)p'(t,a) = B'(a)p?(t,0), a€[0,L1],  (9.18)
—gP"(t,a) — GepP(t,a) +mP(a)pP(t,a) = P (a)p°(t,0), a€[0,L7],

pour t strictement positif ot la valeur de ces fonctions est donnée par, a U'instant T et a 'age L

pe(T’ a) =2 [ue(T’ a) - ¢e(a)] , a€ [0’ Le]v

p(T,a) =2 [ul(T, a) — wl(a)] , aclo,Ll, (9.19)
pp(T7 a) =2 [up(T7 CL) - 1/1”(@)] , a€ [07[/ ]7

pe(t,L) = p'(t,L) = pP(t,L) =0, t>0

Par la méthode des caractéristiques, les équations du probléme (9.18)-(9.19) admettent une
solution explicite.

Théoréme 17 Le probléme (9.18)-(9.19) admet une unique solution (p°,p',pP) dans [’espace
des fonctions L*([0,T] x [0, L*]) pour k égal da e,l,p.

Preuve : Soient A une constante positive et le changement de variables suivant

pe(t,a) = Npf(ta),  pl(ta) = NPt a), pP(ta) = MPP(Ea). (9-20)
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Le probleéme (9.18)-(9.19) devient

(—25°(t,a) — £5°(t,a) + (B°(a) + m®(a))p®(a,t) + Ap°(t, a) = p'(t,0)8°(a), a € [0,L°],
—0ip'(t, a) — 0ap'(t, a) + (B'(a) + m!(a))p'(t, @) + A\p'(t,a) = B'(a)pP(t,0), a € [0, L],
—O4pP — Dup? + mPpP(t,a) + Apf’(t a) = B(a)p®(t,0), a € [0,L7],
pe(T, a) = 2[u®(T, ) ( e ™, a0, L7, (9.21)
(T a) =2 [ul(T (a)] e, ae0,L],
p”( ) [up( ) (a)] ‘“7 a € [0, L7],
Pt L) =p'(t, L) = (t L)=0.

pour t strictement positif. A partir de ce dernier systéme, on se construit une application contrac-
tante.

Lemme 16 Soit A Uapplication définie par :
A= L2([0,T]) — L*([0,T])
¢ — '(,0)

ot p'(t,0) est l'unique solution de (9.21). Si \ satisfait la relation

A2 ( / " (4(a)*da / " ((@)da / L(B“’(a))zda> "

alors N\ est contractante.

En supposant que ce lemme est vérifié, on montre que le probléme (9.21) admet une unique
solution. Le changement de variables définit en (9.20) nous permet de conclure sur I'unicité des
fonctions p¢, p! et pP.

Preuve du lemme : Soient ¢; et ¢ des fonctions de I'espace L?([0,T]) vérifiant le probléme

— 55 (1, a) — Gp5(t,a) + (8°(a) +me(a))B5 (t,a) + Ap§ (8, ) = ¢3(1)6°(a), a € [0, L],
_atﬁi'(tv a’) 8apz(t a) ( ( ) ( )) z’(t7a) + )‘pi(t7a) a)pf(t,O) ac [07 Ll]a
—0p; — Oap; + mP(a)p (t,a) + App(t a) = 7(a)pi(t,0), a0, L7,

pi(T,a) =2 [u(T,a) — ¢*(a)l ™, a€[0,L7],
AT, a) =2 [u!(T,a) = ¢'(a)] e, a€[0,L]],
B;(T,a) = 2[uP(T,a) = *(a)] e, a € [0,LF],

pi(t, L) = pi(t, L) Zﬁf(tL) = 0.

pour ¢ égal a 1,2 et t strictement positif. On pose

¢(t) - ¢1(t) - ¢2(t) et ﬁk(t7a) = ﬁlf(tv a’) _ﬁg(tv a’)? k=elf.

Ces fonctions vérifient alors le systéme suivant

—Zpe(t,a) — Zp°(t,a) + (B°(a) + me(a)p°(t,a) + Ap°(t,a) = $(t)B°(a), a € [0,L7],
~8p'(t,a) — 0 (t,a) + (B'(a) + m!(a))F (¢, a) + A (t,a) = B'(a)fP(t,0), a € [0,L1],
— O — Buf? + mP(a)PP(t,a) + AP (t,a) = BP(a)f*(t,0), a € [0, L7,

Fe(T,a) = §°(t, L) = 0, a€[0,L°],

P(T,a) =3t L) =0, aelo,Ll],

PP(T,a) = pP(t,LP) =0, a€[0,LP].
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La premiére équation de ce systéme est multipliée par p¢ puis intégrée sur le domaine [0, L¢] X
[0, T]. De la méme maniére, la deuxiéme et la troisiéme équation sont respectivement multipliées
par p' et pP puis intégrées sur les domaines [0, L] x [0, T] et [0, LP] x [0, T]. On déduit alors aprés
quelques simplifications le systéme suivant

2 fo p°( dt—i—)\fo fo (p¢(t,a))*dadt < fo fo &(t,0)5%(a)pc(t, a)dadt,
2 fo (p'(t 0))2dt+Af0 fo (p'(t,a))?dadt < fo fo Bl (a)pP(t,0)p!(t, a)dadt, (9.22)
3 fo (pP(t,0 2dt+)\f0 fO PP (t,a))?dadt < fo fO BP(a)p®(t, 0)pP(t, a)dadt.

En appliquant l'inégalité de Young sur le terme a droite des inégalités on a

/ /Le B(t,0)5(a)p(t, a)dadt < = / /Le 5°(a))*da /Le(p (42 dadt + - / 62(t,0)d

.
! a)da ( a a a —
/0 ; B (a)pP(t,0)p' (t, a)dadt < = // (6(a d/ (p'(t, ))ddt+ PP(t,0))2dt,
T ,LP . B . € p , ) P ) ) l T . )
[ [ v@reopeamns<g [0 [ @@ra [ et /0 (0%

ol € est une constante positive. Pour € = %, le systéme (9.22) devient

T /66 2 . T
/ @e(t,o»?dtg””L# / ¢2(t, 0)dt
0 0

1 [T Hﬂl”22 n (T
3 | oz < B0 o opar

D (|2
/ L 002t < LTI / "0t
0 )‘ 0

L’intégrale dans le terme a droite de la deuxiéme inégalité a un majorant qui est donné par la
derniére inégalité, on déduit alors

r 18020 o1 /T
/ (71, 0)%dt < 220 / (1, 0)dt
0 0

LT 181220 1o 11572 r
! / (7 (t,0))2dt < 202001 I T2y / (7 (¢, 0))2dr.
2 J, ) X\ ;

En utilisant la premiére inégalité pour majorer la deuxiéme inégalité, on obtient
T T
| @eopa<x [ oo
0 0

18122 0.1 18 W22 o,y 19 2.2 g0, 1
A3

ou K =8 . En posant

. 1/3
x> 2 (1181 20,1y 220,00 187 320,10

on montre que ’application A est contractante. U
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Pour que le calcul du gradient de la fonction Lagrangienne soit complet, on dérive £ par rapport
aux variables m”* pour k égal a e, l,p

oL(S L
a(e),l >L2 ([0,T]x[0 Le]—/ / m° t a)le( )dadt

OL(S L
8(l),l >L2(OT X[OLZ]_/ / a)ll(a)dadt
0L(S
< (p) P> 12(0,17%[0,L7]= /0 ; m?(a)pP(t, a)l/ (a)dadt

pour toutes fonctions I* dans I’espace L2([0, L¥]) telles que I*(L) = (¥(0) = 0, pour k égal a e, 1, p.

Le vecteur S est un optimum du probléme [Py] si et seulement si VL(S) = 0, c’est a dire si les
équations suivante sont satisfaites

m€(a)pc(t,a) =0, a € 0,L°],
ml(a)p'(t,a) =0, a€[0,L, (9.23)
mP(a)pP(t,a) =0, a€[0,LP],

ot t est strictement positif. Les fonctions p® p! et pP sont données par

pe(t.a) = 0%(a—t+ T)e a0 4mI)ds fT Be(a)pl (s, 0)e= I (B+mo) ()i g
pl(t,a) =0 a—t+T)e Ja ”TW“” Nsds o (T 5l (@)pP(s, 0)e~ i B +m) (D)7 g
PP(t a) = 0P(a — t+ T)e Lm0 mP s . [T go(a)pe(s, 0) i " (g,

pour a < t — T et t strictement positif ou les fonctions 6% sont
0(a) =2 [u"(T ) ~ 5 (@)] . k=eLp.

Ces variables duales dépendent des taux de mortalités m®, m!, et mP.

9.2 Reésultats numériques.

On résout le probléme [Py] avec I'algorithme de descente de Quasi-Newton (QN) donné dans
le chapitre 6. Cette méthode converge car la fonction Lagrangienne vérifie les conditions de com-
patibilité, & savoir que cette fonction est deux fois dérivable et les dérivées premiéres et secondes
sont Lipschitziennes. De plus, les variables d’état u*, pour k égal a e, 1, p, et les variables duales
p*, pour k égal a e,l,p définies dans le paragraphe précédent sont des fonctions continues par
rapport aux taux de mortalité.

Pour les calculs présentés dans ce paragraphe, les observations ¥F pour chaque stade de déve-
loppement k sont construites en résolvant le probleme (9.1)-(9.2)-(9.3). Pour cela, on se donne
le taux d’éclosion (¢, le taux d’émergence ' et le taux de ponte 5¢ égal a
0,5 I

——,a € [ LY, BP(a) = 10e 525, qe [0, LP]
Ll _ a7 ) ) *

Le
e o1, Bla) =

5 () =

ou I’age maximal des stades oeuf et papillon est fixé & 5 et 'age maximal des larves est fixé a
10. Ces valeurs ne sont pas représentatives de la réalité mais sont choisies ainsi pour diminuer le
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temps et le nombre de calculs. Les taux d’éclosion et d’émergence modélisent un développement
entre les stades oeuf et larve et entre les stades larve et papillon en fin de stade oeuf et larve
avec un maximum a ’dge maximal de vie. La valeur choisie pour les fonctions de mortalité est

0,3 0,3 0,3

La donnée initiale des densités u* pour k égal a e, l,p est
e —(8;} )2 e l D k
ug(a) =e 057 ae(0,L°, wugla)=ug(a) =0, acl0,L],k=1p.

Les distributions en age des populations oeuf ¢, larve ! et papillon P sont réalisées a I'instant
T =20, c’est a dire 20 jours aprés la naissance des oeufs de la premiére génération. En utilisant
'algorithme de QN, on résout le probléme [Py] pour ces observations.

Estimation des taux de mortalité oeuf, larve et papillon.

On représente sur la figure 9.1 les fonctions de mortalité correspondant aux valeurs exactes m”,

(courbe noire) pour k égal a e, [, p et les fonctions de mortalité estimées m];pp (courbe bleue) pour
k égal a e, l, p. La distribution des populations oeuf, larve et papillon a l'instant T" est donnée en

fonction de la valeur des 3 taux de mortalité sur la figure 9.2.

(a) (b) ()

‘0‘5‘1‘0‘1‘5‘2‘0‘2‘5‘3‘0‘3‘.5‘4‘.0‘4‘.5‘5.0 ‘1‘2‘3‘4‘5‘6‘7“3‘9‘0 ‘0‘5‘1‘0‘1‘5‘2‘0‘2‘5‘3‘0‘3‘.5‘4‘.0‘4‘.5‘5.0
age (jours) age (jours) age (jours)

Fi1G. 9.1: Tauz de mortalité des stades oeuf (a), larve (b) et papillon (c) en fonction de
l’dge. La courbe noire est la valeur exacte de la fonction. La courbe bleue est la solution
du [Py] obtenue par la méthode QN.

Les courbes de la figure 9.1 ne se superposent pas, le probléme [P;] n’admet donc pas une unique
solution. La donnée sur la répartition de la population en fonction de I'dge & un instant précis ne
suffit pas a identifier les taux de mortalité oeuf, larve et papillon du probléme (9.1)-(9.2)-(9.3).
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(a) (b) (c)

0.00454
0.018
0.0048(
0,016

0.0035(
0014

0.0038(
0.01

00028
0016

004 00028
003) 00015

00z 00016

0.00 00y 0.0005(

L s By B s e s e sy L e e s e e ML e e s T T T T T T T T T T
05 10 15 20 25 30 35 40 45 50 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 05 10 15 20 25 30 35 40 45 50

age (jours) age (jours) age (jours)

Fi1G. 9.2: Distribution des populations oeuf (a), larve (b) et papillon (c¢) en fonction de
l’dge a limstant T'. La courbe noire est [’observation construite avec la valeur exacte des
tauz de mortalité. La courbe bleue est l'observation construite avec la solution de [Py
obtenue par la méthode QN.

Estimation du taux de mortalité oeuf.

En se donnant les fonctions de mortalité larve et papillon, on résout le probléme [P;] pour estimer
le taux de mortalité oeuf. La solution du graphe (a) de la figure 9.3 est obtenue sans régularisation
sur le taux de mortalité alors que la solution du graphe (b) est obtenue en régularisant la fonction
de mortalité avec sa norme minimale et sa norme minimale de sa dérivée premiére. Les densités
oeufs, larves et papillons associées a ce calcul a 'instant 7" sont dessinées sur la figure 9.2.

(a) (b)

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
05 10 15 20 25 30 35 40 45 50 05 10 15 20 25 30 35 40 45 50

age (jours) age (jours)

FiG. 9.3: Taux de mortalité du stade oeuf en fonction de l’dge. La courbe noire est
la valeur exacte de la fonction. La courbe bleue est la solution de [Py] obtenue par la
méthode QN. (a) : sans régularisation de la solution, (b) : avec régularisation de la
solution.

Les irrégularités sont atténuées en pénalisant la fonction cotit avec la norme minimale du taux
de mortalité oeuf et la norme minimale de sa dérivée premiére comme on peut le voir sur la
figure 9.3-(b). Le probléme d’identification [P4] discret admet un unique taux de mortalité oeuf
a condition que les taux de mortalité des populations larvaire et papillon sont connus.
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Troisiéme partie

Etude biologique avec le modéle
Lobesia botrana.
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Chapitre 10

Effet thermique sur le développement
larvaire et modélisation.

Dans ce chapitre, on cherche a caractériser la vitesse de croissance de I’Eudémis pendant les
stades larvaires en fonction de la température. Les mesures faites sur la durée de développement
de I'insecte sont obtenues a température constante sur des cohortes d’oeufs (Gotz, 1941) et des
cohortes de chenilles (Briére, 1998). Sur Eudémis, seul Auroy (2006) a réalisé des expériences sur
des cohortes d’oeufs a température fluctuante. Cette étude a permis de montrer que des régimes
thermiques variables induisaient des vitesses de croissance de l'oeuf différentes de celles obte-
nues a température constante. Le temps de développement des oeufs et la dynamique d’éclosion
ne variaient pas en fonction de la somme thermique mais par rapport a l'amplitude thermique
journaliére. Les travaux de Matteson et al. (1965) ou encore de Behrens et al. (1983) montrent
aussi que la variation de la température affecte la croissance de certains insectes comme la pyrale
du mais Ostrinia nubilalis ou le criquet Gryllus bimaculatus. On propose de mesurer le dévelop-
pement d’une cohorte de chenilles en fonction d’une température fluctuante. Les résultats sont
comparés aux mesures faites & température constante.

A partir de ces informations, on modélise le développement de I’'Eudémis en fonction de la
température. Les simulations du modeéle sont comparées aux données expérimentales dont nous
disposons.

10.1 Durées de développement 4 température constante.

La durée de développement permet de déterminer 1’age de l'insecte. Elle est exprimée soit en
age chronologique, soit en age physiologique. L’age chronologique est référé a 'unité temporelle
(heure, jour, semaine...) alors que 1’age physiologique est caractérisé par des variables morpho-
logiques (taille, poids) qui peuvent étre assimilées & un nombre de degrés jours. La plupart des
mesures faites sur Eudémis sont données en dge chronologique mais des travaux plus anciens,
comme ceux de Touzeau (1979), les donnaient en nombre de degrés jours.

Le tableau 10.1 regroupe les mesures de Briére (1998) sur le temps de développement des 5 stades
larvaires ( de L1 & L5 ) et du stade chrysalide sous des conditions thermiques constantes. Les
durées de développement sont obtenues pour 14 températures qui s’échelonnent de 8°C a 34°C.
Des enceintes climatiques sont utilisées pour réguler des conditions thermiques et hygrométriques
de 65%r.h. constantes. L’unité de mesure est le jour. Le protocole expérimental adopté par Briére
est précisé dans sa these (Briere, 1998).
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T 8§ 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34
L1 0 259 234 151 132 11,7 59 42 39 3,7 36 3,3 45 6,7
L2 0 232 161 106 89 7,1 48 38 31 3 29 29 34 64
L3 0 0 127 98 83 56 47 4 38 32 3 290 34 0
T4 0 0 157 106 10 7 51 49 3,7 36 36 29 39 0
L5 0 0 255 179 135 133 76 71 65 62 6 58 69 0

chrysalide 0 0 0 48 355 232 151 129 102 86 79 7.8 7.7 0

TAB. 10.1: Durées de développement des 5 stades larvaires et du stade chrysalide de
cohortes de chenilles d’Eudémis en fonction de la température constante et d’une pho-
topériode de L16 : D8 (données de Briére, 1998).

Le développement le plus court est mesuré pour tous les stades de développement pour une
température journaliére moyenne de 30°C. Au dela et en dessous de cette température la crois-
sance est plus longue. Les stades L1, L5 et chrysalide sont généralement plus longs que les autres
stades larvaires. Les températures pour lesquelles aucun développement n’est observé varient en
fonction du stade physiologique. Pour une température constante de 12°C, 10°C et 8°C Briére
n’observe aucun développement pour respectivement le stade chrysalide, les stades L5, L4, L3 et
les stades 1.2, L1. Pour la température la plus chaude 34°C, la durée de développement n’est pas
déterminée a partir du stade L3.

Vitesse de développement 4 température constante.

Elle est égale & 'inverse de la durée de développement, c’est donc une constante positive plus
petite que un. La vitesse de développement est parfois exprimée en pourcentage et s’appelle dans
ce cas le taux de croissance. La forme générale de la vitesse de développement en fonction de la
température est celle de la figure 10.1.
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=
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FiG. 10.1: Forme de la vitesse de développement ou du tauz de croissance en fonction
de la température pour une population Eudémas.

De nombreux chercheurs tentent de décrire mathématiquement cette courbe en fonction de la
température. Certains adoptent une approche biophysique c’est a dire qu’ils modélisent la crois-
sance de l'insecte comme une réaction enzymatique complexe. Ces modeéles sont dis, pour les
plus récents et les plus élaborés, a Sharpe et Demichelle (1977) ou a Schoolfield et al. (1981).
D’autres chercheurs préférent une approche empirique. Par exemple, Briére (1998) compare les



tel-00405686, version 1 - 20 Jul 2009

10.2 Effet thermique sur le développement larvaire. 159

modeéles empiriques sur son jeu de données expérimentales (tableau 10.1). Pour lui, ces modéles
sont les plus performants car ils sont exprimés en fonction de paramétres biologiques comme les
modeéles biophysiques. L’avantage est que ces paramétres sont moins nombreux et plus faciles a
identifier par une méthode d’estimation des paramétres. Les arguments de Briére sont aussi ceux
partagés par Logan (1988) qui est 'auteur de plusieurs fonctions de développement. En général,
ces paramétres biologiques correspondent aux températures seuil de développement zéro, opti-
male et létale.

Les deux équations qui s’adaptent le mieux aux jeux de données de Briére (tableau 10.1) sont
I’équation de Logan et al.(1976)

T —T

o(T) = 4 [ePT _ e'”Tl_lA—T} . AT =Tj — Top,

et I’équation de Briére (1998)
o(T) = bT(T — To) /(T — T,

ou v(T') est la valeur de la vitesse de développement a la température T'. Les constantes T}, Tyt
et Tj sont respectivement la température létale, la température optimale de développement et la
température seuil de développement zéro. Les autres parameétres de ces deux équations sont des
constantes empiriques. L’équation de Briére permet d’estimer les constantes 7; et Ty mais aussi
la température T5,,; a partir de la dérivée premiere de la fonction. L’équation de Logan permet
aussi le calcul de ces paramétres biologiques sauf celui de la température seuil de développement
zéro Ty car I'axe des abscisses est asymptote a la courbe.

Quelque soit 'expression mathématique utilisée, cette fonction décrit la vitesse de développement
de l'insecte pour des conditions de température constante. Chez Eudémis, aucune expérience
n’a été conduite pour mesurer ce taux pour des situations thermiques fluctuantes. On ne peut
donc dire si des changements quotidiens de la température produisent des changements dans
la croissance de l'insecte. On propose alors dans le paragraphe suivant de mesurer la durée de
développement de 'insecte sous des conditions de température non constantes.

10.2 Effet thermique sur le développement larvaire.

L’objectif de cette expérience que nous avons réalisé est de mesurer la dynamique d’émergence
d’une cohorte de larves sous des conditions thermiques fluctuantes et donc de mesurer la vitesse
de développement.

10.2.1 Matériels et méthodes.

Les cycles de température sont choisis tels que la somme quotidienne en degrés jours est
identique et tels qu’ils soient représentatifs de conditions thermiques estivales. La somme de de-
grés jours correspond a la quantité de chaleur accumulée toutes les heures sur une journée. On
prend une photopériode de 16h de jour et 8h de nuit. La lumiére est réglée & 50 Lumines pour
les phases de jour. La température du jour est plus chaude que la température de la nuit sauf
sur I'expérience témoin qui est conduite & 18,4°C' contant. La somme thermique quotidienne est
fixée a 441,6°C (18,4°Cx24h). On réalise 3 expériences avec les cycles de température précisés
dans le tableau 10.2.
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régime 1 régime 2 régime 3
Jour(16h)  18,4°C 23,1°C 20,6°C
nuit (8h) 18,4°C 9°C 14°C

TAB. 10.2: Régimes thermiques quotidiens utilisés pour mesurer le développement lar-
vaire. La somme thermique par jour est de 441,6°C sur les 3 modalités.

Les chenilles sont fournies par 1’élevage de 'UMR Santé Végétale de 'INRA basé & Villenave
d’Ornon. On utilise 500 individus par expérience tous agés du méme jour du début du stade L1.
Les chenilles sont déposées séparément dans un godet sur du milieu semi-artificiel. Les conditions
d’élevage des insectes et la méthode de préparation du milieu sont précisées dans le rapport de
stage d’Auroy (2006). La date d’émergence et le sexe de 'individu sont notés sur I’ensemble de
la population. On obtient finalement une dynamique d’émergence en fonction des femelles et des
males sous 3 régimes thermiques mais aussi le temps de développement moyen d’une chenille
pour se transformer en papillon.

10.2.2 Reésultats et conclusions.

Dans la premiére expérience, a régime constant, 379 papillons (75,8%) ont émergé. Ils sont
430 papillons (86%) sur 'expérience avec le régime thermique 2 et 495 papillons (99%) sur la
derniére expérience ou la température est réglée selon le régime 3. Le sex ratio est respectivement
de 54% de femelles et 46% de maéles, de 50/50, et de 44% de femelles et 56% de méles. Sur les 3
échantillons, les proportions de maéles et de femelles sont proches.

Le développement moyen de ces populations est donné dans le tableau 10.3. A régime constant
la durée de développement de la population est de 46,5 jours. Elle est 5 jours plus longue que
la durée de développement d'une population soumise & un régime thermique 2 (41,6 jours). Le
développement est aussi plus rapide lorsque la population est soumise & un régime thermique 3,
il est 2 jours et demi plus court (43,9 jours). La durée de développement des femelles est environ
4 jours plus longue que celle des males sur les 3 expériences.

totale femelle méle
Régime 1 46,5 48,56 44,19
Régime 2 41,6 43,43 39,87
Régime 3 43,9 46,11 42,32

TAB. 10.3: Durées de développement de la population totale et en fonction du sexe
mesurées pour les 3 régimes thermiques du tableau (10.2). La somme thermique par
jour est de 441,6°C' sur les 3 modalités.

La dynamique d’émergence des populations échantillonnées, en nombre d’'individus est repro-
duite sur la figure 10.2. La courbe rose représente la dynamique des femelles et celle en bleu est
associée a la dynamique des méales. La courbe noire est la somme de ces deux dynamiques. Le
premier male apparait le 38¢me jour sur I'expérience "régime 2", le 39éme jour sur l'expérience
"régime 3" et le 41éme jour sur 'expérience témoin. La dynamique d’émergence est donc avancée
de 3 jours lorsque 'amplitude thermique de la journée est de 14°C et de 2 jours lorsque 1’écart
thermique quotidien est de presque 7°C. Sur les 3 expériences, les méles émergent 3 jours plus
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tot que les femelles. La dynamique d’émergence dure approximativement 18 jours (19 jours sur
I’expérience "régime 3") quelque soit le régime thermique testé. Elle dure moins longtemps pour
les males, 11 jours (15 jours sur Pexpérience "régime 3"), que pour les femelles, 15 jours (16 jours
sur l'expérience "régime 3").

Régime 1 Régime 2 Régime3
50 60 60
504 504
4
404 40

304 304

20 \/
204 204

1
104 104

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0 3 40 4 50 55 60 65 0 0 35 40 45 50 55 60 65 0 0 35 40 45 50 55 60 65 0
Temps (jours) Temps (jours) Temps (jours)

Fic. 10.2: Dynamiques d’émergence, en nombre dindividus, mesurées sur 3 régimes
thermiques différents (tableau 10.2) mais de somme thermique identique (441,6°C'). La
courbe rose est la dynamique des femelles, celle en bleu des mdles. La courbe noire est
la somme de ces courbes.

Conclusion.

La durée de développement des chenilles ne varie pas en fonction de la somme thermique jour-
naliére mais par rapport a la variation de la température dans la journée. D’aprés les durées
de développement & température constante données dans le tableau 10.1, la chrysalide ne se
développe pas pour une température constante de 12°C. Par conséquent, seule la température
chaude de 23,1°C du régime thermique 2 a affecté le développement de la chenille. La durée de
développement d’'une chenille soumise a une température constante de 20,6°C est plus courte que
celle mesurée sous un régime thermique 3 (tableau 10.1). La température froide de 14°C pendant
la nuit du régime 3 a ralentit de quelques jours la croissance de la chenille.

Les fluctuations thermiques quotidiennes affectent la date d’émergence du premier papillon mais
n’ont pas d’effets sur la protandrie et la durée de la dynamique en temps du vol des adultes. Par
conséquent, les différences de croissance entre chenilles sont constantes par rapport aux fluctua-
tions thermiques journaliéres mais le positionnement dans le temps de la dynamique d’émergence
dépend de ces variations.

10.3 Modélisation du développement larvaire en fonction de la
température et simulations.

A partir des mesures sur la durée de développement a température constante, on modélise la
croissance larvaire de ’Eudémis en fonction de la température. Les simulations du modéle Lobesia
botrana sont comparées aux dynamiques d’émergence mesurées a différents régimes thermiques
fluctuants représentées sur la figure (10.2).
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10.3.1 Modélisation du développement larvaire en fonction de la tempéra-
ture.

Le modéle est construit & partir des hypothéses biologiques suivantes : les différences de
croissance d’une cohorte de chenilles sont constantes avec les fluctuations thermiques et la date
d’émergence du premier papillon varie en fonction de la température. Ces hypothéses sont co-
hérentes avec les résultats obtenus précédemment sur les mesures de la durée du développement
larvaire a température fluctuante. Le modéle mathématique s’écrit dans ce cas

%ul(t, a) + %ul(t,a) = 34T (t),a)ul(t,a), ac€|0,L]
ul(t,0) =0, t>0
ul(0,a) = ¢(a), a €0, L]

ot u! est la densité de chenilles a I'instant ¢ et d’age a, 3" est le taux d’émergence a la température
T du moment et d’age a et L est 'age maximal de vie. Les différences de croissance sont modélisées
par le taux d’émergence. Ce dernier peut étre estimé a partir de données expérimentales mesurant
la dynamique d’émergence a une température donnée Ty (voir la troisiéme partie de la thése). A
partir de 14, on définit le taux d’émergence suivant, pour décrire le développement larvaire sur
I’ensemble des températures

5l(T(t)7a) = 6ést(a - k(T(t)))7 (10'1)

ot A, est le taux d’émergence estimé pour une température donnée T et k(T (t)) est une fonction
permettant de calculer la date d’émergence & la température 7. La fonction k(T") est définie
dans Pespace des fonctions réelles. Pour une valeur nulle de k(7'(¢)), la dynamique d’émergence
prédite par le modeéle est la dynamique expérimentale utilisée pour estimer la fonction ést.
Pour une valeur positive de k(T(t)), la dynamique d’émergence est prédite avant la dynamique
expérimentale alors que pour une valeur négative de k(7'(¢)), la dynamique d’émergence est

prédite apres la dynamique expérimentale. La fonction k(7T) est calculée par
k(T(t)) = R—=D(T(t))

o R est la durée de développement moyenne & la température de référence Ty et D(T') est
la durée de développement moyenne des chenilles a la température 7. La fonction D(T'), et par
conséquent k(T'), est une fonction discréte prenant les valeurs du tableau 10.4. Ces valeurs corres-
pondent a la somme des durées de développement des stades larvaire et chrysalide mesurées par
Briere (1998) a température constante. La fonction D(T) peut étre décrite de maniére continue
en prenant I'inverse des équations mathématiques de Briére (1998) ou de Logan (1976) données
au paragraphe 10.1. Quelque soit la forme de D(T'), 'équation (10.1) calcule la proportion de pa-
pillons émergeants en fonction de la température 1" relevée a 'instant ¢ et de ’age a des chenilles.

T <14 [14;16] [16;18] [18:20] [20:22] [22:;24] [24:26] [26:28] [28:30] <30
D 112 894 679 432 369 312 283 27 25,6 29,8

TAB. 10.4: Durées de développement (D) d’une cohorte de chenilles jusqu’a ’émergence
du papillon en fonction de la température constante T. Mesures obtenues par Briére
(1998) et modélisées dans le modeéle mathématique.

L’avantage de cette modélisation est qu’il n’est pas nécessaire d’estimer le taux d’émergence pour
toutes les températures. La donnée d'une dynamique d’émergence pour des conditions thermiques
constantes suffit pour décrire le développement larvaire en fonction de la température.
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10.3.2 Application a des données expérimentales.

On considére les mesures faites, dans le paragraphe précédent, sur le développement larvaire
en fonction de régimes thermiques fluctuants. La dynamique d’émergence de la population totale
mesurée & une température de 18,4°C sert a estimer le taux d’émergence ., (courbe bleue de la
figure 10.3). La méthode d’estimation du taux d’émergence est développée dans la troisiéme partie
de cette thése. La représentation graphique du taux d’émergence estimé correspond a la figure
10.3 (b). Le modele prédit sous des conditions thermiques constantes de 18,4°C, la dynamique
d’émergence tracée en noir sur la figure 10.3 (a). Le nombre de papillons qui émergent est 3%
de moins, soit 15 individus, que celui mesuré expérimentalement. La durée de développement
de cette population est de 49 jours, soit 2,5 jours de plus (5% d’erreur) que la durée mesurée
en laboratoire. Le modéle date la premiére apparition d'un adulte au jour 42 et prévoit une
dynamique de vol sur 22 jours. Les prédictions sont erronée de 18% c’est a dire que le modele
prévoit I'émergence du premier papillon 1 jour trop tard et une dynamique de vol qui dure 4
jours plus long. Les erreurs d’estimation sont des erreurs numériques venant de la résolution du
probléme d’identification du taux d’émergence et de la résolution du modéle mathématique. En
acceptant ces erreurs d’estimation, on utilise le taux d’émergence estimé dans I’équation (10.1)
pour prédire les dynamiques d’émergence mesurées dans des conditions thermiques du régime 2
et 3. La population initiale est de 500 chenilles du stade L1 4gées le méme jour et la température
est relevée toutes les heures.

Le tableau 10.5 donne les valeurs expérimentales et simulées de la durée de développement
moyenne, de la date de premiére émergence et de la durée de la dynamique de vol. Elles sont re-
latives & une cohorte larvaire soumise & des conditions thermiques constantes de 18,4°C (Régime
1), de 16h & 23,1°C et 8h a 9°C (Reégime 2), et de 6h a 20,6°C et 8h a 14°C (Régime 3).

Sous un régime thermique de 23,1°C pendant 16h et 9°C pendant 8h, le modéle prédit, en inté-
grant une faible mortalité (38 papillons), ’émergence de 426 papillons (1% de moins par rapport
aux données expérimentales) entre le 26éme et avant le 50éme jour. La durée de développement
de cette population est de 33,8 jours, soit presque 8 jours de moins (18,75% d’erreur) que la
durée obtenue expérimentalement pour ces conditions. La dynamique d’émergence est tracée sur
la figure 10.4 (a) en noir. A partir du jour 26, la dynamique dure 22 jours. L’erreur d’estimation
sur la date de début du vol est de 31% et celle sur la durée de ce vol de 18%.

Sous un régime thermique de 20,6°C pendant 16h et 14°C pendant 8h, le modéle prédit, sans
mortalité, I’émergence de 486 papillons (2% de moins par rapport aux données expérimentales)
entre le 32éme et avant le 50éme jour. Les erreurs d’estimation sur la date de début du vol et
sur la durée de la dynamique sont de 18%. La durée de développement de cette population est
de 39 jours, soit presque 5 jours de moins que la mesure obtenue sous ce régime thermique (11%
d’erreur).
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Régime 1 Régime 2 Régime 3
modeéle  données  modéle  données  modeéle  données
D(j) 48,3 46,5 33,8 41,6 39 43,9
ler émergence (j) 42 41 26 38 32 39
Durée du vol (j) 22 18 22 18 22 19

TAB. 10.5: Durée de développement (D), date de premiére émergence et durée du wvol
de la population totale, en jour, estimées par le modéle Lobesia botrana et mesurées
expérimentalement pour 8 régimes thermiques. Régime 1 : 18,4°C constant; Régime 2 :
16h a 253,1°C et 8h a 9°C; Régime 3 : 16h a 20,6°C et 8h a 14°C. La somme thermique
par jour est de 441,6°C sur les 8 modalités.

(a) (b)

O— T T T T T T T T T W77 T
0 3 40 45 50 55 60 65 0 10 20 30 40 50 60

Temps (jours) age (jours)

FiG. 10.3: (a) : Dynamiques temporelles d’émergence d’une cohorte de chenilles sou-
mises @ une température de 18,4°C constante. La courbe noire est la dynamique simulée
par le modeéle Lobesia botrana et la courbe bleue est la donnée expérimentale. (b) : Tauz
d’émergence estimé ﬁést en fonction de l’dge pour une température constante de 18,4°C.

10.3.3 Résultats et conclusions.
Résultats.

Le modéle prédit un développement en fonction de la température qui est celui observé. A une
somme de degrés jours donnée quotidienne, la durée de développement diminue et la dynamique
d’émergence est avancée lorsque les variations thermiques de la journée augmentent. La distri-
bution dans le temps des papillons est identique sur les 3 régimes thermiques. La prédiction du
modéle sur la taille de la population est correcte car I'erreur est inférieure & 2%. Cependant,
les erreurs d’estimation sur la date de premiére émergence et la durée de développement sont
importantes, jusqu’a 31% pour un écart thermique de 14°C et 18,75% pour un écart thermique
de 7°C.
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FiGc. 10.4: Dynamiques d’émergence d’une cohorte de chenilles soumises a un régime
thermique fluctuant. La courbe moire est la dynamique simulée par le modéle Lobesia
botrana et la courbe bleue est la donnée expérimentale. (a) : 16h a 23,1°C et 8h a 9°C.
(b) : 16h 4 20,6°C et 8h a 14°C.

Conclusions.

Le modeéle Lobesia botrana prédit le développement larvaire en fonction de la température. Ce-
pendant, pour des régimes thermiques fluctuants, les erreurs d’estimation du modéle peuvent
atteindre 30%. Ces erreurs viennent du taux d’émergence utilisé dans le modeéle et du manque
de mesures sur la durée de développement a température constante mais aussi a température
fluctuante. Pour améliorer ces erreurs, il faudrait estimer le taux d’émergence pour toutes les
températures c’est a dire il faudrait mesurer la dynamique d’émergence de cohortes de larves en
fonction de la température.
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Chapitre 11

Etude de la dynamique de ponte chez
I’Eudémis de la vigne.

Dans ce chapitre, on tente de comprendre la dynamique temporelle de I’'Eudémis de la vigne
en se concentrant sur une période précise du cycle biologique : la ponte des oeufs. On cherche
a caractériser le comportement de ponte en fonction de variables biologiques considérées dans
cette thése, a savoir les facteurs endogénes et la ressource alimentaire. Ces informations sont
ensuite introduites dans le modéle Lobesia botrana pour simuler la dynamique temporelle de
notre ravageur. En particulier, on étudie 'impact de scénarios climatiques sur la dynamique de
ponte.

11.1 Caractérisation de la dynamique de ponte.

A partir de 3 échantillons de femelles, on caractérise statistiquement le comportement de
ponte de celles-ci. Les femelles proviennent de milieux différents (terrain, élevage) et de chenille
alimentées avec des nourritures différentes (semi-artificielle, poudre de raisin et raisin).

11.1.1 Matériels et méthodes
Les données expérimentales.

On dispose de 3 jeux de données expérimentales dont les mesures ont été réalisées par Thiéry
et Moreau. Le protocole de ces expériences est précisé dans les articles Thiéry et al. (2006) et
Moreau et al. (2006).

Le premier échantillon comporte 164 femelles qui viennent de 'élevage d’Eudémis de 'INRA
Villenave d’Ornon. Ces femelles sont accouplées avec des males venant aussi de ’élevage. Elles se
sont développées avec une alimentation semi-synthétique dont la composition est détaillée dans
larticle Thiéry et Moreau (2005).

Le deuxiéme échantillon comprend 283 femelles. Elles viennent aussi de 1’élevage d’Eudémis de
I'INRA et sont accouplées avec des méles de cette méme souche. Leur alimentation est fabriquée
a partir de poudre de raisin, le détail est donné dans 'article Thiéry et al. (2006).

Le dernier échantillon est composé de 173 femelles sauvages dont la provenance est décrite dans
’article Moreau et al. (2006). Une partie d’entre elles (125 femelles) s’est accouplée avec des males
venant d’une souche de laboratoire alors que la deuxiéme partie (48 femelles) s’est accouplée avec
des males du terrain. Un Classement Hiérarchique Ascendant, dont la méthode est développée
ci-dessous, a été appliqué sur chacun de ces groupes afin de caractériser des différences entre
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eux. Ce test identifie les 5 mémes comportements de ponte sur ces deux groupes de femelles avec
une répartition des femelles sur ces classes de ponte trés proches. Il n’y a alors pas d’effet du
male, les deux groupes de femelles peuvent étre réunis en un seul, permettant ainsi d’avoir un
nombre total de femelles équivalent aux deux autres échantillons. Parmi les 173 femelles de cet
échantillon, 18% ont mangé du gewiirtztraminer, 7,5% du riesling, 10% du grenache, 44,5% du
chasselas, 8,5% du gammay, et 11,5% du pinot noir. Plus d’un tiers de ces femelles a mangé du
raisin chasselas. Pour ne pas influencer le résultat du test statistique, on supprime aléatoirement
42 femelles (54%) nourries au chasselas.

Méthode et tests statistiques.

Avec la collaboration d’Anne Gégout Petit, on analyse statistiquement ces échantillons sous le
logiciel R. Une analyse par Composantes Principales (ACP) est d’abord réalisée pour homogé-
néiser les 3 jeux de données. Le nombre de variables testées est de 8, 12 et 7 pour respectivement
les échantillons 1, 2 et 3. Ces variables correspondent au nombre d’oeufs pondus par jour. L’ACP
montre que, sous les 3 échantillons, les 4 premiers jours de ponte sont corrélées et qu’ils détiennent
96% de l'information (voir tableau en annexe). A partir de ce résultat, on détermine des groupes
de femelles par rapport a la distribution dans le temps de leur oeufs en faisant un classement
hiérarchique ascendant selon la méthode de Ward. Le résultat du test est un graphique qui est
donné en annexe et qui s’apparente a un arbre. Pour mesurer les différences entre les groupes
de femelles, une variable est calculée dont la méthode est donnée dans Lebart et al. (1997). On
définit le nombre de classe de ponte par rapport a la valeur de cette variable. Plus elle est petite
et plus les différences entre les groupes sont faibles. On calcule ensuite pour chaque classe de
ponte identifiée des valeurs tests (voir tableau en annexe). Elles permettent de caractériser la
classe de ponte en fonction de plusieurs variables. On choisit par exemple les jours de ponte, ou
le nombre total d’oeufs pondus. Ces valeurs tests peuvent prendre des valeurs négatives ou posi-
tives. Les variables qui ont contribué a décrire une classe de ponte sont celles qui ont une valeur,
en valeur absolue, strictement plus grande que 2. De cette analyse, on déduit aussi le nombre de
femelles participant & chaque classe de ponte, ainsi que ’étalement de la dynamique de ponte et
le taux de fécondité. Pour les deux échantillons de femelles alimentées sur de la poudre de raisin
ou sur du raisin, les classes de ponte sont discutées en fonction du cépage sur lequel a grandie la
chenille.

11.1.2 Reésultats et conclusions.

Sur les trois échantillons, le test statistique a déterminé 5 comportements de ponte. Les arbres
correspondant sont donnés en annexe. Les différences entre chaque classe de ponte déterminée
sont faibles, elles sont de l'ordre de 0.06 pour le premier et le dernier échantillon. La représen-
tation graphique de ces dynamiques de ponte est reportée en pourcentage sur les figures (11.1).
De haut en bas, les graphes correspondent aux dynamiques de ponte du premier échantillon, du
deuxiéme échantillon et du troisiéme échantillon. Parmi toutes ces dynamiques de ponte identi-
fiées, certaines se ressemblent sur un méme échantillon, voir méme sur I'ensemble des données
testées.

Sur chaque échantillon, il existe des femelles qui pondent majoritairement le premier jour puis qui
diminuent la quantité d’oeufs pondus par jour jusqu’au dernier jour de la ponte. Cette dynamique
correspond a la courbe noire pour 1’échantillon 1, et noire et bleue pour les échantillons 2 et 3.
D’autres femelles préférent pondre le maximum de leurs oeufs le deuxiéme jour de la ponte. Cette
dynamique est dessinée en bleu et noir pour le premier échantillon de femelles, puis en vert sur
les deux autres échantillons. Un troisiéme comportement apparait sur le premier échantillon et
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le deuxiéme avec respectivement les courbes rose et rouge, et rose. Ces femelles répartissent leur
ponte avec un maximum le troisiéme jour. Sur la figure (11.1), un dernier comportement de ponte
se dessine qui est celui de pondre une grosse quantité d’oeufs le premier jour mais aussi un peu
plus tard, comme le 3éme jour pour la courbe rouge du second échantillon et la courbe rose du
dernier graphe, ou le 4éme jour comme la courbe rouge de 1’échantillon 3.

Echantillon 1

o0

T
7

._
N
.
IS ('
o

o

Temps (jours)

Echantillon 2

Temps (jours)

Echantillon 3

Temps (jours)

FiG. 11.1: Distributions temporelles des oeufs, en pourcentage, en fonction du compor-
tement de ponte des femelles. Les classes de ponte sont déterminées par Classement
Hiérarchique Ascendant (méthode de Ward).

Effet cépage.

La proportion de femelles participant aux dynamiques de ponte identifiées par le test statistique
est précisée en nombre d’individus et en pourcentage dans les tableaux 11.1. De haut en bas, les
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tableaux correspondent aux dynamiques de ponte du premier échantillon, du deuxiéme échan-
tillon et du troisiéme échantillon. On ajoute le taux de fécondité moyen (colonne total) et la
durée moyenne de ponte (colonne durée) pour chacune des dynamiques de ponte.

Les femelles de 1’échantillon 3 c’est & dire prélevées dans la vigne pondent moins que les autres
femelles venant de 1’élevage d’Eudémis. La durée moyenne de la dynamique de ponte de ces
femelles est aussi plus courte que celle des femelles de laboratoire. Cependant, les proportions
de femelles intervenant dans les classes de ponte communes aux échantillons 2 et 3, c’est a
dire pour des femelles alimentées avec un cépage sont proches. Sur ces échantillons, on compte
respectivement 64% et 61% des femelles qui pondent tout le premier jour puis un peu moins
sur les jours suivants. Elles représentent plus de la moitié de la population totale alors qu’elles
ne constituent que le tiers sur le premier échantillon. Les femelles alimentées a partir de raisin
ont pour la plupart le méme comportement de ponte qui est de distribuer les oeufs en majorité
le premier jour. Une partie de ces femelles pond trés peu (36% sur I’échantillon 2 et 40% sur
I’échantillon 3) puisqu’elles apportent respectivement 3 fois et 4.5 fois moins d’oeufs que les autres
femelles. Une classe de femelles de faibles pondeuses existe aussi sur le premier échantillon (2¢éme
ligne du tableau du haut de la figure 11.1). Elles sont en quantité moins importante que sur
les deux autres échantillons puisqu’elles représentent 9% de la population échantillonnée. Leur
dynamique est aussi différente que celle des femelles des échantillons 2 et 3 car elles pondent
avec un maximum le deuxiéme jour. La proportion de femelles adoptant une dynamique de
ponte avec un maximum d’oeufs pondus le deuxiéme jour est proche pour les échantillons 2
et 3 (respectivement 15,5% et 12%). Le nombre de femelles avec ce comportement de ponte
représentent sur I’échantillon 1 22% de la population. Le dernier tiers de cet échantillon de
femelles, correspond & une population qui apporte le plus d’oeufs, 125 oeufs en moyenne. La
dynamique de ponte de cette population est de distribuer ses oeufs sur plus de 4 jours avec un
pic le troisiéme jour. Le pourcentage de femelles avec ce comportement représente sur I’échantillon
2 13% de la population et pondent en moyenne 182 oeufs. Le nombre de femelles qui n’ont pas la
méme dynamique de ponte entre les échantillons 2 et 3 représente 20% et 26% respectivement.
Ce sont les femelles qui pondent en moyenne le plus d’oeufs et le plus longtemps.
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Echantillon 1

courbe Nb fem (%) Nb oeuf/f durée oeuf/j/f
noire 117(41) 144 0.1 28,2
blene 65 (23) 5.2 37 12,2
verte 44 (15,5) 135.7 5.5 24,6
rose 36(13) 182.7 6.4 28,5
rouge 21 (7,5) 144.9 5.9 24,5

Echantillon 2

courbe Nb fem (%) total durée oeuf/j/f
noire 61 (37,3) 11727 3.78 31
bleue 15 (9) 55.8 4.13 13,5
verte 36 (22) 1282 458 27,9
rose 14(8,5) 1146  3.85 29,7
rouge 38 (23,2) 135.4 5.2 26

Echantillon 3

courbe Nb fem (%) Nb oeuf/f durée oeuf/j/f
noire 49 (37) 43 2.4 17,9
bleue 32 (24) 9.6 1.7 5,6
verte 16 (12) 46.8 3.5 13,3
rose 25 (19) 64.9 11 1538
rouge 9 (7) 50.7 4.5 11,2

TAB. 11.1: Répartition des femelles sur les 5 classes de ponte identifiées par la méthode
de Ward pour chaque échantillon. La colonne "total"” est le tauz de ponte moyen, celle
"durée" est la durée moyenne de la ponte.
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Effet cépage comme qualité alimentaire sur les chenilles.

La répartition des femelles par cépage sur les 5 classes de ponte identifiées est donnée pour les
échantillons 2 et 3 dans les tableaux de la figure 11.2. Ces résultats montrent que la qualité de la
nourriture qu’a regue la chenille fait varier le comportement de ponte des femelles. La dynamique
temporelle de ponte caractérisée par un pic de ponte le deuxiéme jour existe chez des femelles
dont la chenille s’est nourrie d’'une poudre de raisin pinot noir (échantillon 2) alors que cette
dynamique de ponte n’existe pas sur le troisiéme échantillon. De méme, la dynamique temporelle
de ponte définie avec deux pics, sur le premier et sur le troisiéme jour, est mesurée sur des femelles
élevées sur Gewlirtztraminer (échantillon 3) alors que ce comportement de ponte est absent de
I’échantillon 2.

Echantillon 2

cépage bleue noire verte rose rouge
chardonnay 26.19 4524 952 714 119
chasselas 30.30 24.24 1212 30.30 3.03
gewiirtztraminer 17.86 35.71 21.43 25 0
grenache 23.08 4231 11.54 11.54 11.54
lambrusque 14.29 57.14 1429 857 5.71
merlot 23.81 35.71 14.29 2143 4.76
pinot noir 23.26 34.88 2791 233 11.63
riesling 23.53 55.88 11.76 0 8.82

Echantillon 3

cépage noire bleue verte rose rouge
chasselas 31.43 31.43 857 571 22.86
gammay 46.67 6.67 6.67 6.67 33.33
gewirtztraminer 38.71 25.81 19.35 3.23 1290
grenache 35.29 23.53 17.65 588 17.65
pinot noir 35.00 30.00 0 15.00 20
riesling 46.15 1538 23.08 7.69 7.69

TAB. 11.2: Répartition des femelles en pourcentage pour tous les cépages testés en fonc-
tion des 5 classes de ponte. Pour un échantillon donné, les couleurs correspondent auz
courbes de la figure 11.1.

Conclusion.

Sur une population de femelles, 50% d’entre elles pondent leur oeufs pendant 3, 4 jours avec un
maximum d’oeufs pondus soit sur le premier jour de ponte, soit sur le deuxiéme jour de ponte. La
deuxiéme moitié des femelles adapte sa ponte en fonction de 'alimentation qu’a recue la chenille
et de son environnement. Ces femelles pondent en général sur 4, 5 jours avec des pics de ponte
sur les derniers jours ou sur le premier et les derniers jours de la ponte.
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11.1.3 Annexe

On présente dans ce paragraphe les résultats de I’ACP, et du classement hiérarchique as-
cendant en fonction de I’échantillon. Le calcul des valeurs test des classes de ponte déterminées
par le classement hiérarchique ascendant est ajoutée. Pour les échantillons constitués de femelles
dont la chenille s’est alimentée en raisin, on donne la répartition des femelles pour une classe de
ponte en fonction du cépage.

Echantillon 1.

variables vl v2 v3 vd vH v6 v7 v8
J1 0.93 033 0.15 0.00 0.01 0.00 0.00 0.00
J2 -0.62 0.75 022 0.04 0.02 0.01 0.00 0.00
J3 -0.13 -042 0.87 -0.24 -0.02 0.01 0.00 0.00
J4 0.00 -0.29 038 0.86 -0.15 0.00 0.01 0.00
J5 0.03 -0.27 0.16 0.26 0.91 -0.05 -0.03 0.00
J6 -0.07 -0.26 -0.16 0.06 0.25 091 -0.05 -0.01
J7 -0.09 -0.21 -0.21 -0.01 0.14 0.15 027 0.89
J8 -0.08 -0.22 -0.12 -0.03 0.40 0.10 0.87 -0.07

TAB. 11.3: Corrélation des variables pour ’échantillon 2 obtenue par I’ACP. Les va-
riables testées sont le nombre d’oeufs pondus par jour en fonction du jour de ponte.

composante principale % variance % cumulé
1 0.47 0.47
2 0.25 0.72
3 0.15 0.88
4 0.08 0.95
D 0.04 0.99
6 0.01 1.00
7 0.00 1.00
8 0.00 1.00

TAB. 11.4: Composantes principales calculées par I’ACP pour [’échantillon 1. Les 4
premiéres composantes représentent 95% de l'information (colonne % cumulé).
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FiG. 11.2: Résultat du classement hiérarchique ascendant (méthode ward). L’aze des
ordonnées représente les 164 femelles. On coupe 'arbre en 5 classes de ponte.
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TAB. 11.5: Calcul des valeurs tests pour les 5 classes de ponte identifiées par le classe-
ment hiérarchique ascendant pour l’échantillon 1. Les variables J1 a J8 sont les jours
de ponte et la variable "totale"” est le nombre d’oeufs moyen pondus par femelle. Les

couleurs correspondent aux courbes de la figure 11.1 de I’échantillon 1.

Echantillon 2.

Courbe J1 J2 J3 J4 Jb J6 J7
noire 8.23920 -2.02196 -5.73399 -4.13510 -2.29589 -1.76153 -1.32681
bleue  -5.08773 -2.90988 -3.04465 -2.44145 0.11608  3.61309  3.75092
verte  -1.37253 -1.01086 9.02392 -1.29155 -0.05357 -0.93501 -1.25056
rose -4.34989  8.53907 -2.37759 -2.31653 -1.75946 -0.75431 0.12350
rouge -1.73493 -0.35914 1.37055 9.20613 3.76849  0.96616  0.10224

Classe J8 total

noire -1.11014 -0.20662

bleue  4.14620 -6.88592

verte -0.76503 1.88102

rose  -0.02770 -0.36277

rouge -0.79221 3.33623

variables vl v2 v3 vd vh v6 v7 v8 v9
J1 096 023 -0.13 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
J2 -0.47 0.84 -0.27 -0.04 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
J3 0.18 050 0.75 -0.40 -0.01 0.00 0.00 0.00 0.00
J4 0.04 045 0.46 0.70 -0.31 0.00 0.00 0.00 0.00
J5 0.03 033 035 051 070 -0.07 0.02 0.00 0.00
J6 -0.02 030 026 026 038 0.72 -0.34 -0.01 0.00
J7 -0.06 0.09 0.11 0.11 0.13 0.70 0.68 -0.04 0.00
J8 -0.12 0.07 0.13 0.02 0.07 024 0.13 094 0.00
J9 0.03 0.04 0.03 0.00 -0.06 -0.02 0.00 0.14 0.99

TAB. 11.6: Corrélation des variables pour ’échantillon 2 obtenue par I’ACP. Les va-

riables testées sont le nombre d’oeufs pondus par jour en fonction du jour de ponte.
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composante principale % variance % cumulé
1 0.47 0.47
2 0.28 0.75
3 0.13 0.88
4 0.08 0.96
5 0.03 0.99
6 0.01 1.00
7 0.00 1.00
8 0.00 1.00
9 0.00 1.00

TAB. 11.7: Composantes principales calculées par I’ACP pour [’échantillon 2. Les 4
premiéres composantes représentent 96% de l'information (colonne % cumulé).

courbe J1 J2 J3 J4 Jb5 J6
noire  -7.3089 -8.6609 -7.78889 -5.1788 -4.35604 -3.84220
bleue  10.9521 -1.9529 2.86272 -2.3775 -3.02299 -1.10411
verte  -7.3544 12.5880 -1.44313 0.1235 0.24861 0.96310
rose 27341  0.7568 -0.56934 10.3972 9.31201  4.70850
rouge -2.1559 -0.7968  9.84008 -0.6104 0.48847  0.92315

courbe J7 J8 J9 durée total
noire  -0.84713 -1.23410 -0.54508 -7.43856 -12.8328
bleue -1.65837 -1.51095 1.18903 0.67956  4.7201
verte  0.81782 227388 -0.42831 1.70376 1.3393
rose 1.67368 -0.49879 -0.38110 4.82404  6.4711
rouge  1.21694  2.30978 -0.28261 2.17260 1.6478

TAB. 11.8: Calcul des valeurs tests pour les 5 classes de ponte identifiées par le classe-
ment hiérarchique ascendant pour [’échantillon 2. Les variables J1 a J9 sont les jours de
ponte, la variable "durée" est la durée moyenne en jours de ponte et la variable "totale"
est le nombre d’oeufs moyen pondus par femelle. Les couleurs correspondent auz courbes
de la figure 11.1 de l’échantillon 2.
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courbe chardonnay chasselas gewlirtztraminer grenache lambrusque
noire 11(16.92) 10 (15.38) 5 (7.69) 6(9.23) 5 (7.69)
bleue 19 (16.24) 8 (6.84) 10 (8.55) 11 (9.40) 20( 17.09)
verte 4 (9.09) 4 (9.09) 6 (13.64) 3 (6.82) 5 (11.36)
rose 3 (8.33) 10 (27.78) 7 (19.44) 3 (8.33) 3 (8.33)
rouge 5 (23.81) 1 (4.76) 0 (0) 3 (14.29) 2 (9.52)

courbe merlot pinot noir riesling

noire  10(15.38) 10 (15.38) 8 (12.31)

bleue 15(12.82 ) 15 (12.82) 19 (16.24)

verte 6 (13.64) 12 (27.27) 4 (9.09)

rose 9 (25) 1 (2.78) 0 (0)

rouge 2 (9.52) 5(23.81) 3 (14.29)

TAB. 11.9: Répartition des femelles en nombre d’individus (pourcentage) d’une classe
de ponte en fonction de son alimentation. Les couleurs correspondent aux courbes de la
figure 11.1 de l’échantillon 2.

Echantillon 3.

variables vl v2 v3 vd vh v6
J1 0.99 -0.06 -0.10 0.02 0.00 0.00
J2 0.30 040 0.84 0.20 -0.04 0.00
J3 0.08 093 -0.19 -0.30 -0.04 0.01
J4 -0.14 047 -0.39 0.78 -0.02 -0.04
J5 0.05 034 0.11 -0.04 093 -0.10
J6 0.11  0.07 -0.10 0.50 0.34 0.78

TAB. 11.10: Corrélation des variables pour l’échantillon 230btenue par ’ACP. Les va-
riables testées sont le nombre d’oeufs pondus par jour en fonction du jour de ponte.
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TaB. 11.11: Composantes principales calculées par I’ACP pour l’échantillon 3. Les 4

composante principale % variance % cumulé
1 0.48 0.48
2 0.23 0.71
3 0.15 0.86
4 0.10 0.96
5 0.03 0.99
6 0.01 1.00
7 0.00 1.00

premiéres composantes représentent 96% de l'information (colonne % cumulé).

classe chasselas gammay gewiirtztraminer grenache pinot noir riesling
noire 11 (8.40 ) 7(5.34) 12 ( 9.16) 6 ( 4.58) 7(5.34) 6 (4.58
bleue 11 (34.38) 1 (3.13) 8 (25.00) 4 (12.50) 6(18.75) 2 (6.25)
verte 3 (2.29) 1 (0.76) 6 (4.58) 3 (2.29) 0 3(2.29)
rose 2 (1.53) 1(0.76) 1(0.76) 1(0.76) 3(2.29) 1(0.76)
rouge 8 (6.11) 5 (3.82) 4 ( 3.05) 3(229) 4 (3.05) 1(0.76)

TAB. 11.12: Répartition des femelles en nombre d’individus (pourcentage) d’une classe

de ponte en fonction de son alimentation. Les couleurs correspondent aux courbes de la

figure 11.1 de l’échantillon 3.
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Fi1G. 11.3: Résultat du classement hiérarchique ascendant ot sur l’aze des ordonnées est
répartit 131 femelles. On coupe l’arbre a 0,06, soit 5 classes de ponte.
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11.2 Etude de ’impact de scénarios climatiques sur la dynamique
de ponte.

Dans ce paragraphe, on étudie avec le modeéle Lobesia botrana l'impact de facteurs clima-
tiques et/ou environnementaux sur la dynamique de ponte. Pour cela, on simule sur plusieurs
générations la dynamique temporelle des populations pour observer les conséquences d'une ou
de plusieurs perturbations qui se sont produites pendant la ponte des femelles de premiére gé-
nération. On choisit de perturber la dynamique de ponte sur 5 jours de suite ou 2 fois 2,5 jours
avant, pendant ou aprés le pic de ponte. On propose 4 scénariis qui sont illustrés sur la figure

11.4.
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FiG. 11.4: Distributions temporelles, en nombre d’individus, de la ponte de femelles
soumises o des perturbations avant (a), pendant (b), avant et aprés (c) et aprés (d) le
pic de ponte. Courbe noire : les femelles pondent sans arrét. Courbe bleue : les femelles
bloguent la ponte pendant les perturbations et la reprennent aprés.

Pour chacun des scénariis, on suppose que les femelles en état de pondre ont deux options : elles
pondent leurs oeufs ou elles bloquent la ponte pendant les jours perturbés. La dynamique de
ponte ressemble dans la premiére situation a la courbe noire de la figure 11.4. La courbe bleue

correspond a la dynamique de ponte des femelles qui choisissent la deuxiéme option.
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Les hypothéses biologiques.

On choisit une population de 100 chrysalides dont la différence en age atteint environ 20 jours. Les
femelles représentent 51% de cette population et émergent 3 jours aprés les males. Elles adoptent
des comportements de ponte différents, en particulier ceux d'une population de femelles sauvages
alimentées sur baies de raisin. Statistiquement, on a déterminé 5 comportements de ponte pour
cette population (voir paragraphe précédent) dont leur représentation graphique est donnée sur
la figure 11.5 (b). La durée de la ponte et la fécondité varient en fonction du comportement
de ponte de la femelle, elles sont précisées dans le tableau 11.13. La répartition des 51 femelles
sur les 5 classes de ponte sont respectivement de 37% pour la dynamique noire, 24% pour la
dynamique bleue, 12% pour la dynamique verte, 19% pour la dynamique bleue claire, et 7%
pour la dynamique rouge.

(a) (b)
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FiG. 11.5: (a) : Simulations de la dynamique temporelle de ponte, en nombre d’oeufs,
de 51 femelles en fonction de leur comportement de ponte. (b) : &5 comportements de
ponte d’une population de femelles sauvages alimentées en baies de raisin déterminés

statistiquement.
courbe noire bleue verte bleue claire rouge
Durée de la ponte (j) 4 4 5 5 6
fécondité (nb oeufs) 43 10 47 65 51

TAB. 11.13: Durée de la ponte et fécondité des 5 comportements de ponte déterminées
statistiguement sur un échantillon de femelles sauvages alimentées en baies de raisin.
Les couleurs correspondent auz dynamiques de ponte dessinées sur la figure 11.5.

Pour les nouvelles générations d’Eudémis, on suppose que le climat est constant et favorable au
développement de 'insecte. La durée de développement larvaire, les différences de croissance (15
jours pour les males et 10 jours les femelles) et le sex ratio (51% de femelles et 49% de méles) sont
ceux mesurées sur une population alimentée en chasselas (Thiéry et al., 2006). Enfin, on suppose
que les femelles ne sont pas toutes accouplées dés lors qu’elles sont 8 fois plus nombreuses que
les males (Torres-Vila, 1999). En particulier, les femelles émergeant apres les derniers males ont
une fécondité plus faible que les femelles émergeant en méme temps que les méles.
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11.2.1 Reésultats et conclusion.

Les figures 11.6 et 11.7 représentent les simulations de la dynamique temporelle d’émergence
des femelles de la troisiéme génération. La courbe noire est obtenue avec des femelles soumises
a un environnement favorable au développement de la population. La courbe bleue est obtenue
en perturbant pendant 5 jours la ponte des femelles de premiére génération. Les simulations
dessinées sur les graphes de gauche résultent d’un choix des femelles qui est celui de pondre
pendant les perturbations. Les dynamiques temporelles d’émergence tracées sur les graphes de
droite de la feuille sont les conséquences d'un choix des femelles qui est celui de bloquer la ponte
pendant les perturbations et de la reprendre aprés.

Les femelles choisissent de pondre pendant les perturbations.

La durée de la dynamique d’émergence des femelles de la G3 est raccourcie d’au plus 5 jours
quand les perturbations ont lieu avant ou apres le pic de ponte des femelles de G1. Cette durée
n’est pas modifiée quand les perturbations ont lieu pendant ou 2,5 jours avant et apres le pic de
ponte. Des perturbations pendant 5 jours au moment de la ponte des femelles ou pendant 2 fois
2,5 jours avant et aprés le pic de ponte affecte le nombre de femelles participant a la dynamique
de vol de la G3. Ce nombre ne varie presque pas si les perturbations ont eu lieu avant ou apres
le pic de ponte.

Les femelles choisissent de pondre aprés les perturbations.

La durée de la dynamique d’émergence des femelles de la G3 est allongée du méme nombre
de jours que celui des perturbations dans chacun des scénariis testés. Le nombre d’individus
augmente lorsque les femelles reportent leur ponte car ’accouplement entre les males et femelles
est plus important surtout en fin de dynamique d’émergence des deux populations.

Conclusion.

Des facteurs de mortalité comme par exemple un traitement phytosanitaire ou des prédateurs
d’oeufs actifs pendant 5 jours de suite au moment de la dynamique de ponte ou pendant 2 fois 2,5
jours avant et apreés le pic de ponte font chuter la taille de la population Eudémis. Des facteurs
climatiques comme par exemple la pluie, 'orage ou des températures froides présents durant 5
jours avant ou pendant la ponte des femelles augmentent le nombre d’individus au cours des
générations et allongent dans le temps la dynamique des populations. Ces scénariis peuvent se
produire au printemps aprés la période de diapause ou pendant les cycles de I'insecte pendant
I’été.

L’étude de I'impact de scénarios climatiques sur la dynamique de ponte est transposable a
d’autres dynamiques de I’'Eudémis. Par exemple, la dynamique d’éclosion peut étre perturbée
par des facteurs de mortalité comme un temps sec ou des facteurs d’étalement comme la tempé-
rature. Dans ce cas, la dynamique des populations des générations suivantes ressembleront aux
dynamiques simulées présentées dans ce paragraphe.



tel-00405686, version 1 - 20 Jul 2009

11.2 Etude de ’impact de scénarios climatiques sur la dynamique de ponte. 183

Perturbations pendant 5 jours avant le pic de ponte
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Perturbations pendant 5 jours pendant le pic de ponte
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Fia. 11.6: Dynamiques temporelles d’émergence des femelles de la troisiéme génération
stmulées par le modéle Lobesia botrana. Courbe noire : les femelles de premiére géné-
ration n’ont subis aucune perturbation. Courbes bleue : les femelles ont élé soumises a
des perturbations.
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Perturbations pendant 2,5 jours avant et aprés le pic de ponte
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Perturbations pendant 5 jours aprés le pic de ponte
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Fia. 11.7: Dynamiques temporelles d’émergence des femelles de la troisiéme génération
stmulées par le modéle Lobesia botrana. Courbe noire : les femelles de premiére géné-
ration n’ont subis aucune perturbation. Courbes bleue : les femelles ont élé soumises a
des perturbations.
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Quatriéme partie

Controéle des populations d’Eudémis de
la vigne.
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On s’intéresse dans cette partie au controle des populations d’Eudémis de la vigne. Les
moyens de lutte utilisés contre cet insecte sont par exemple les produits phytosanitaires, la
confusion sexuelle et la toxine BT. Le mode de fonctionnement de ces méthodes est détaillé dans
le chapitre 1 de cette thése. Les insecticides sont utilisés pour tuer les oeufs a chaque génération
et les larves de deuxiéme génération car la chenille est plus facilement accessible contrairement
en premiére génération ou elle est cachée dans son cocon de soie. La durée de vie de ces pro-
duits chimiques est d’environ 4 & 5 semaines. En G1, le produit le plus efficace pour réduire
les populations d’Eudémis est la toxine BT. La fenétre d’action de ce produit est plus courte
que les produits phytosanitaires obligeant ainsi a optimiser la période d’application. Le meilleur
positionnement de ce produit est juste avant 1’éclosion des larves, c’est & dire pendant le stade
"téte noire" du développement de 'oeuf. Une troisiéme méthode est utilisée par les viticulteurs
pour réduire la population de cet insecte, c’est la confusion sexuelle. Cet outil sert & perturber la
rencontre entre le méale et la femelle, diminuant ainsi le nombre de femelles fécondées. Ce moyen
de lutte peut étre appliqué sur toute la saison mais s’est avéré plus efficace en G3 contrairement
aux produits phytosanitaires (Friedrich et al., 2002).

Dans cette partie, on modélise ces différents moyens de lutte dans le modeéle Lobesia botrana afin
de déterminer la meilleure fenétre temporelle pour 'application de ces produits. Bien que la cible
visée n’est pas la méme pour toutes ces méthodes, ’objectif consiste a réduire la population de
larves. Soit v le moyen utilisé pour réduire la population larvaire. On cherche alors a déterminer
v le controle de la population tel que son impact sur la taille de cette population larvaire soit
efficace dans le temps et tel que la quantité de produit utilisée est optimale.

On choisit de structurer la population selon les stades oeuf, larve et femelle. Le role des males
dans le taux d’accouplement est négligé dans cette partie. On suppose que cette population
d’Fudémis est localisée sur une méme parcelle et qu’elle ne se mélange pas a d’autres populations
venant de parcelles voisines. Les variations climatiques sont constantes sur toute la saison et ne
modifient pas le comportement dans le temps de la population. Le modéle décrivant la dynamique
temporelle de cette population dans cet environnement est

W (t,a) + W (t,a) = —(a)uc(t,a) — m*(a)u(t,a), t>0 ac0,L]
B (ta Hm(’ a) = —fa)ul (t,a) — mi(a)ul(t,a), t>0 acl0,L] (11.1)
0ul (t,a) + % (¢,a) = —m! (a)u! (t,a), t>0 ac0,L],

ot uf, ul et uf sont les densités d’individus des stades de développement oeuf, larve et femelle. Les
fonctions 3¢ et 5 sont le taux d’éclosion et le taux d’émergence en fonction de I’age de l'insecte.
Les fonctions mF pour k égal a e,l, f sont les taux de mortalité des stades de développement
oeuf, larve et femelle en fonction de 1’age de l'insecte. Les conditions de renouvellement de ces
trois équations sont données par

ue(t 0) = B (a)uf (t,a)da, t >0,
fo Be Jut(t,a)da, t>0, (11.2)
= fo Bl (a)u'(t,a)da, t >0,

ot 4f modélise le taux de ponte moyen en fonction de ’age de la femelle. Les données initiales
sont égales a

uF(0,a) = ug(a), a€l0,LF], k=elf (11.3)

Ls hypothéses faites sur les fonctions démographiques constituant le modéle sont les suivantes
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H 13 Les fonctions 3°(a) et §'(a) sont bornées, non négatives par rapport d la variable dge.
H 14 Le taux de ponte ﬁf(a) est borné, non négatif par rapport a la variable dge.

H 15 Les fonctions de mortalité mk(a), pour k égal a e, l, f,m sont non négatives et localerment
intégrables par rapport a la variable dge,

Lk
/ mF(a)da = +o00, k=e,l,f.
0

H 16 Les données initiales u]g, pour k égal a e,l, f,m sont non négatives et dans [l’espace

L2([0, L*]).

Les problémes de controle abordés dans les chapitres suivants sont le contréle des populations
Eudémis a partir d’un traitement phytosanitaire appliqué sur les oeufs ou les larves et le controle
des populations Eudémis a partir de la confusion sexuelle des papillons. Deux problémes sont
étudiés dans le controle des populations avec des produits chimiques. Ces problémes différent par
rapport au positionnement des produits pendant le cycle de développement de l'insecte.
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Chapitre 12

Controéle des populations Eudémis a
partir des pontes.

On modélise le controle de la population larvaire & partir de produits phytosanitaires du type
ovicides. Le meilleur positionnement de ces produits est au moment de la ponte des oeufs. La
dynamique de ponte est modélisée dans le systéme (11.1)-(11.2)-(11.3) par I’équation

Lf
u(t,0)= [ Bl(a)u! (t,a)da, t>0,
0

Le nombre d’oeufs pondus par unité de temps ¢ est modifié quand la population oeuf est soumise
a un traitement phytosanitaire appliqué pendant la ponte des femelles et devient

Lf
u®(t,0) = B/ (a)u! (t,a)da — v(t), t>0,
0

Plus la fonction v est importante, plus la population oeuf et donc larvaire diminue. L’unité du
controle v est le nombre d’individus oeufs tués par unité de temps ¢.

12.1 Formulation et résolution du probléme de controéle.

On calcule v a partir du probléme de minimisation suivant

Minyex nfo dt—i—ufo <f0 (t,a da) dt} ,

ot u! est solution du systéme (12.1) suivant

G (t,a) + %1%6( a) = =f(a)u’(t,a) —m*(a)u’(t,a), a €0, L]
G (t.a) + G (t,a) = —f(a)u! (t,a) —m! (a)u!(t,a), a€[0,L1]

[P7] = ol )+ 22 (t,a) = —m! (a)uf (t,a), a € [0, L] (12.1)

( Lf

u®(t,0) = |, pf(a)uf (t,a)da — v(t), t>0
ul(t,0) = [ Blayuc(t,a)da, >0

ul (t,0) = f ﬂl a)ul(t,a)da, t>0

uk(0,a) = uf(a), a€|0,LF], k=elf
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Les constantes 77 et p sont prises inférieures ou égales & 1. Si I'objectif est de tuer les chenilles
sans contraintes sur la quantité de produits chimiques utilisés alors on étudie le probléme [Pr]
avec 1 égal a la valeur nulle. Dans ce cas, le controle est égal a

Lf
u(t) = ; B (a)u! (t,a)da.

A Tinverse, si l'objectif est de diminuer le nombre de larves sur la parcelle en optimisant la
quantité d’intrants phytosanitaire alors on étudie le probléme [P avec n et p sont non nuls. Le
domaine K est 'ensemble des solutions admissibles définit par

K = {g(t) € L=(0,T)),0 < g < g},

ou T est choisit grand. On note J(v) la fonction coit du probléeme [P].
Théoréme 18 Le probléeme [P;] admet au moins un optimum.

Preuve : Soit d la borne inférieure de la fonction cotit J(v) et soit {v,}, ot n est un entier non
nul, une suite minimisante de ’espace K telle que

d< J(v,) <d+ % (12.2)

La fonction cott au point {v,} est égale a

T T L
= [ dtwden [ ([ ibeadara,

ot la densité u!, est obtenue, pour tous a dans I'intervalle [0, L] et ¢ dans l'intervalle [0,77], en
résolvant le systéme (12.1) par la méthode des caractéristiques avec v égal a vy,.

La suite {v,} est bornée dans l'espace L?([0,T]), par conséquent elle admet une sous suite, notée
{vn, }&, qui converge faiblement vers la limite v* dans I'espace L?([0,77]). D’aprés le théoréme 1,
le systéme (12.1) admet une unique solution qui est donnée par

I (g —t)e=Jo B ()d
i (tya) = | 1000 DD TR, Ca>
" w (t —a,0)e” Jo B sds g < ¢,
pour j = e, [, f. Sous les hypothéses (H 13)-(H 14)-(H 15)-(H 16), les suites uj, , uflk et uﬁk sont
bornées dans respectivement 'espace L2([0, L] x [0, T]) pour j égal a e, [, f. On peut alors extraire
de ces suites une sous suite, notée respectivement {uy }r, {ﬂlnk}k et {&%k}k qui convergent

faiblement vers les limites respectives u¢ , ul et uf sur L2([0, L7] x [0,T]) pour j égal a e, 1, f.

* 9
Les populations totales oeuf, larve et papillon données par

LI
Pi () = /0 @ (1 s)ds, j=cl.f.

sont bornées. Le calcul de la dérivée des populations totales est donné en intégrant la premiere
équation de (12.1) sur le domaine [0, T x [0, L¢], 1a deuxiéme équation sur le domaine [0, 7] x [0, L]
et la troisiéme équation sur le domaine [0, 7] x [0, L], on obtient

Lf Le Le
Py, (t) = B (s)a), (t,s)ds — v(t) — B°(s)iy, (t,s)ds — me(s)ty, (t,s)ds,
0 0 0
Le L L
o, (t) = ; Be(s)y, (t, s)ds — ; B (s)il,, (t,s)ds — /0 m!(s)i,, (t, s)ds,
L Lf
OPL (t)= [ B(s)i, (t,s)ds — | m! ()T, (¢, s)ds,

0 0
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on majore les termes négatifs de ces équations pour avoir les inégalités suivantes

P (1) < Bf() (T, 8)ds,
0
Le

0P, (t) < | B(s)ay, (¢ s)ds,

0

&Pl () < 5l() (L, 5)ds.

0

Ces suites sont bornées. On déduit alors que les fonctions P7 | P,l”c et P,{k convergent uniformé-

ment vers respectivement P¢, Pl P*f. Par unicité de la limite, on déduit que

Lt
Pi:/ ul(t,s)ds.
0

On conclut alors la preuve par

T T
uﬂ%Q=¢AﬁmV®ﬁ+u4(ﬂgm%t
T

T
[ @ @ [ Poya =0 = O

On résout le probléeme d’optimisation [Pr] en étudiant la fonction Lagrangienne. On formule cette
fonction en ajoutant les équations aux dérivées partielles et les conditions aux limites de (12.1)
dans la fonction cott via l'utilisation de multiplicateurs de Lagrange. Soient p et h les variables
de Lagrange. Le premier vecteur p est égal a (p¢, p', p/) et le second vecteur est égal a (h¢, hl,
hf). On note S le vecteur (v,p,h), le Lagrangien s’écrit en ce point

T rL¢
L(S)=T)+ / [0 4+ Ogu’ + °(a)u® + m®(a)u’] p®(t, a)dadt
o Jo
Ll
/ E?tul + Oput + B (a)u! + ml(a)ul] pl(t, a)dadt
Lf
/ atu + Ogu’ +m()f} I(t, a)dadt

/
o
+A uf(1,0) + vlt) - M()Uﬁﬂ%mwﬁ
“

0
T __ Le
u'(£,0) — RO s)ds} bl (t)dt
T !
+/ uf (t,0) — B(s)ul(t, s)ds] h (t)dt
o | 0

Le vecteur S* est un optimum de L si et seulement si le gradient de la fonction Lagrangienne
est nul & 'optimum.

La dérivée du Lagrangien par rapport aux variables p & 'optimum S* donne le probléme d’évo-
lution (12.1). La dérivée du Lagrangien par rapport aux variables h donnent les conditions de
renouvellement de chaque densité u*, pour k égal a e,l, f. Le probléme adjoint s’obtient en
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dérivant le Lagrangien au point S* par rapport aux densités u®, u! et uf et s’écrit

—5p°(t,a) — Sp°(t,a) + B°(a)p°(t, a) + m®(a)p°(t, a) = p'(t,0)8°(a), a € [0, L],
—0ip'(t,a) — Dap!(t, a) + B'(a)p' (t, a) + m'(a)p'(t, ) B (a)p?(t,0)
-2/ fo Ht,a)da, a€[0,L],
—0ip! — Bup’ +m (a)p! (t,a) = B! (a)p(t,0), a€0,L7],
p*(T,a) =0, ac€l0,L°],
P (T,a) =0, acl0,L,
pf(T,a) =0, ac|0,Lf],
(8, L) = p'(t, L") = p/ (t,LT) = 0.

(12.3)

ou t est définit dans Uintervalle [0,T]. Par la méthode des caractéristiques, les équations de ce
systéme admettent une solution.

Théoréme 19 Sous les hypothéses (H 13)- (H 14)- (H 15), et fOLl ul(t,a)da > 0, le systeme
(12.3) admet une unique solution (p¢,p',p!) ot chaque fonction p* est dans Uespace L*([0,T] x
[0, L*]) pour k égal a e,l, f.

Preuve : Soit A une constante positive. Introduisons le changement de variables
pe(t,a) = Npe(toa),  pl(ta) = NPt a),  pl(ta) = Pt ). (12.4)
On considére maintenant le systéme

—5°(t,a) — Zp°(t, a) + B°(a)p®(a, t) + m®(a)p®(a, t) + Ap°(t, a) = B°(a)p(t), a € [0, L7,
—0yp'(t, a) — ap'(t, a) + B'(a)p' (t, a) + m'(a)p(t, a) + Al (t, a) = B (a)p! (t,0)
—2u fo Lt a)da a €10, L1,

—0p! — 0up” +mI (a)p! (t,a) + A\p (t,a) = 6/ (a)p?(£,0), a € [0,L7],

7(T,a) =0, acl0,L,

PT,a) =0, acl0,L,

p/(T,a) =0,, acl0,Lf],
(9t L¢) = p'(¢, L) = p/ (t, L)) = 0.

pour ¢ définit dans l'intervalle [0,7]. La fonction ¢ est définie dans I'espace L2([0,7]). Par la
méthode des caractéristiques, ce systéme admet une solution (p¢, pt, p/).

Lemme 17 Soit l'application N\ définie par :

A2 L2([0,T]) — L*([0,T7])
¢ — pl(t,0)

ot p'(t,0) est l'unique solution de (12.5). Si \ satisfait la relation

Ll Lf Le 1/3
Ha a fla a “(a a
A>2(/0 (ﬁ())2d/0 (ﬁ())2d/0 (ﬁ())2d> ,

alors N est contractante .

(12.5)
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Si A vérifie la condition du lemme 17, alors le probléme (12.5) admet une unique solution. A
I’aide du changement de variable (12.4), on montre que le probléme initial (12.3) admet une
unique solution.

Preuve du lemme : Soient ¢ et ¢g des fonctions de I'espace L%([0,T]) satisfant le probléme
(12.5). On pose

¢(t) - ¢1(t) - ¢2(t) et ﬁk(t7a) = ﬁlf(t7a) _ﬁg(tv a’)? a < [OvaL te [OvTL k=elf.

Ces fonctions vérifient le systéme suivant

&%t a) — Zp°(t, a) + B(a)p®(a, t) + m®(a)p®(a, t) + Ap(t, a) = ¢(t)3%(a), a € [0,L°],
—0ip(t,a) — Bup (t, @) + m'(a)p' (¢, a) + B'(a)p (£, a) + A (t, a) = B'(a)p! (£,0), a € [0, L],
—0p! — 0ap” +mI (a)p! (t,a) + \p (t,a) = B/ (a)p?(£,0), a € [0,L7],

7(T,a) =0, acl0,L,

P(T,a) =0, acl0,L,

p/(T,a) =0, acl0,Lf],
(5°(t, L) = p'(t, L") = p/ (t, L) = 0,

pour ¢ appartenant a l'intervalle [0,7]. On multiplie la premiére équation de ce systéme par p°,
puis on intégre sur le domaine [0,7] x [0, L¢]. De la méme facon, la deuxiéme et la troisiéme
équation sont respectivement multipliées par p et p/ puis intégrées sur le domaine [0, 7] x [0, L¥]
pour k égal a [, f. Aprés simplifications, on a

Le Le
%/(fm dt—l—)\/ / °(t,a)) dadt</ @(t,0)5%(a)p®(t, a)dadt,
0
1 /T L
5/ (7 (t,0)) dt+)\/ / L(t,a)) dadt</ 51( 0! (t,0)5 (¢, a)dadt,  (12.6)
0 0 Jo
1 [T Lt T LY
S @eoran [ [T @ earans [C [0 8@ eop 6o
0 o Jo 0 Jo
On applique I'inégalité de Young sur les termes a droite de ces inégalités
Le Le Le
/ 6(1,0)3°(a)5* (t, a)dadt < < / (#(a da/ (5°(t, a))2dadt + — /qth
Ll Le 1
/ B @ (4,07t a)dade < & / (5°(@)da | (5 (t.)Pdadt + 5 / (5 (¢, 0))%dt,
0o Jo 0

0
T L' . Lf
/ B (a)p (t,0)p (t,a)dadt < _/
0 0 2 0

Lf T
1
(9 @)da [ (t.)Pdade + o [ 0,0)
0 0
ol € est une constante positive. Pour € = %, le systéme (12.6) devient
T 1502200 27 [T
| oz < 22O [F g o
0 A 0
17 18113 T
5 [ @0 < O [0
0 0
T 15717 T
| @ oppae <2 B0 [ 02
0 0
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Le terme & droite de la deuxiéme inégalité a un majorant qui est donné par la derniere inégalité,

on déduit alors
T 1342 a (T
/ (ﬁe(t,o))2dt§27m[°’“/ $2(t,0)dt
0

1T 18122 g0, 187112 4
3 | @eo)par <2 BOM RO [ e, 0)2ar
0 0

En injectant la premiére inégalité dans la seconde on obtient une estimation sur la norme L? de
la fonction p' a Page 0 qui est

T T
/XMWWﬁSK/¢%Mﬁ
0 0

6112 16412, l||ﬁ 2
on K = 8— L~ L/\([O L L2.L7]  Fn posant

1/3
x> 2 (1181 o,y 18 120,017 W 0,01

on montre que ’application A est contractante. U

La dérivée du Lagrangien par rapport au controle v est donnée par

oL T .
< Gk >romy = [ )+ 0] K

pour toute fonction k dans L2([0,T]). L’optimum du probléme [P;] vérifie la relation
2777)* (t) = _pi(ta 0)7

ot pS(t,0) dépend des fonctions pl(t,0) et pf(t,()). Ces fonctions sont obtenues en résolvant le
systéme (12.5) par la méthode des caractéristiques et sont données par

f ge a)pl ) = JpBe(r DAmE T ge g > ¢,
pita) =471 . g

I 8) ,0)e Ja (B Am DT g g < ¢,
ft a)p* 5,0) —2u fo (s,z)dx| e —[FE@rmi () gg g > ¢,
JE B s)pl(t,0) — 20 [F w t@wrefﬁl+W“W%s a<t,

pl(t,a) = ﬁﬂfzusm —fimdrgsa >t
o JE Bt (s)pe(t,0)e Jim Ddrgs <+,

pi (tv a’) =

pour tous ¢t dans l'intervalle [0,T]. Ces fonctions ne dépendent pas du controle v.

12.2 Etude numérique du probléme de controle.

Dans ce paragraphe, on cherche une solution numérique au probléme d’estimation [Pr]. Pour
cela, on choisit d’approcher ce probléme sur le maillage définit au chapitre 5. Pour simplifier, on
dénote L I'age maximal de vie de tous les stades de développement. On discrétise 'intervalle des
ages en N, + 1 points tel que

[0, L] = Uila;_1,a;.1[, i=0,Nq
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ot Aa est le pas de discrétisation en age et les mailles a; il sont calculées par

1
ai—% :(i_i)Aaa i=1,Ng — 1.

L’intervalle en temps est discrétisé en N; 4+ 1 points tel que
"=nAt, n=0,MNy,

ou At est le pas de discrétisation en temps. Le systéme aux dérivées partielles donné dans (12.1)
est approché par un schéma aux volumes finis (VF)

b A
ug,n—i—l _ uzen(l Aa) + Aé ze—n
! 1+ AtS¢ + Atm¢
l, A At
et (L= Ra)  Spuit (127)
’ 1+ Atﬁ + Atml '
: At f,
uIm ul" (1 - L)+ AL ul”
‘ 1+ Atmi

pour i allant de 1 & Na et pour n allant de 0 & Nt. Les conditions aux limites du systéme (12.1)
sont approchées par

Na
"= AaZﬁifulf’" — ",
AaZﬁe en (12.8)

n [ In
=Aa2@-ui ,
=1

pour n = allant de 0 & Nt. La donnée initiale est approchée pour chaque stade par

1
uf’o = ulg(a)da, ,i=1,Na, k=el,f (12.9)
ACL C

ou Cj est égal a [ai_l,aHl[ pour tous 7. La fonction cofit s’écrit sur ce maillage
2 2

Nt Nt
Min, {Ja(va) = nAtY " (0")° + pAt Yy
n=0

N, 2
I,n
Aag (A
i=1
I,n

ou ui.’" pour i = 1, N, et n > 0 est calculé par le schéma VF. On note u]z la fonction égale a u’
lorsque a € C; et t € [t", t"T1[ pour tous les Ages i = 1, N, et n > 0. Le controle est un vecteur
de taille N; + 1 que I'on note va. On cherche alors le vecteur va dans 'espace des solutions

Ka={v(t) =2v", te[t",t"", 0<v" <5, n=0,N}

qui est 'approximation de l'espace des fonctions K. La solution doit satisfaire le probléme de
minimisation suivant :

Ja(va) = MingyeraJa(ga)
[Pr]a
ot u" est donnée par (12.7)-(12.8)-(12.9)
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Pour prouver l'existence de solutions a ce probléme, on a besoin de montrer la continuité des
densités ulZ pour k égal a e, [, f par rapport au contrdle va. On pose alors Ua et va deux fonctions
de KA. Mais aussi &Z et uZ les solutions correspondantes aux équations associées au stade k
avec respectivement va et va.

Lemme 18 ] existe une constante C' positive telle que
~k,n
lax" = k" < Cilloa = vallo, >0, k=el f

ot ||.|l;x est la norme discréte de Uespace 11([0, L]) et ||.||loo est la norme discréte de l'espace

1°2([0, 7).
preuve : On pose

€ = ||ta — vallos ﬁwzsgpnﬁmoo, k=e,lf.

Sous la condition de CFL, la norme discréte I' de la différence entre les densités @* et uF a
I'instant n est donnée par

Na
Z‘a§7n+l k:n-i-l’ < Z‘~kn_ _’__‘ ula:,n’
i=1

+ Atz 1B |a T — k=l f
=1

On note
k k
Z|un_ va k:eal)f

tel que

At

5k,n+1 < 5k,n
S + Aa

\ﬂ]& —uo "+ AtBo otk =el, f.

01l s est la borne supérieures de tous les 3% pour k égal a e,l, f. L'expression des densités a
la maille 0 varie en fonction de U'indice k. En remplagant par les équations (12.8), on a

gentl < 5"+ Atﬁoo(sf’n + e+ Atﬁooéem""l (1210)
5l,n+1 S 5l,n "‘Atﬂoo(se’n +Atﬂoo<5l7n+1 (12.11)
sfntl < s 4 Atﬁooélm (12.12)

Au rang 0, on montre facilement la relation pour k = e car ﬁ’g est égal a ulg pour tous k égal a
el f
1

56,1 < —
S Ce€y, Ce 1— Atfs

On ne peut pas montrer cette relation pour les indices k = [, f car a 'instant initial le controle
va (et par conséquent Ua) n’intervient que sur la densité du stade oeuf. On obtient une relation
pour k = [ lorsque n est égal a 1

At

172 < —
) < Cl€, C| 7(1 — Atﬂoo)Q
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et a I'instant n = 3 pour le stade adulte k = f

AtB 2
6f73 < c 6, Cr = 700 ,
=9 T T\ At
On suppose que ces relations sont vraies jusqu’au rang n

oo" < ci€, 5l,n < c9€, 5f,n < c3e.

On les montre au rang n = n + 1. En remplacant chaque terme de (12.10)-(12.11)-(12.12) par
les inégalités du dessus, on montre la relation du lemme pour tous les n > 0 et pour tous les stades

k=el,f. 0

On s’intéresse a présent avec le théoréme suivant a l'existence de solutions pour le probléeme
[P7]a

Théoréme 20 Le probléme [Pr]a admet au moins une solution.
Preuve : Soit d la borne inférieure de la fonction coiit Ja(va). Cette borne est telle que

0<d< +o0,

)

2
par exemple Ja(0) = pAt Zﬁ;o [Aa S Ne ul.’"] < +00. Soit {vK}, ot k est un entier non nul,
une suite minimisante appartenant a I'espace Ka telle que

1
d+ 2> Ia(vk) > d.

La valeur de la fonction cotit au point ,UZ est donnée par

Nt N Na 2
Ia(vR) = nAt Z (v™)"? 4+ pAt Z Aa Z ui"(vg)] .
n=0 n=0 i=1

ol ui’n(vg) est la solution du schéma (12.7)-(12.8) pour va égal & vK pour tous 4 allant de 1 a
N, et pour tous n allant de 0 & N;. La suite {UZ}k est bornée. D’aprés le théoréme de B.W, on
peut en extraire une sous suite, notée {vZ"}kn qui converge vers vx dans 'espace Ka. On déduit

alors que

Nt N [ Ng 2
YR SUEESVEO 31 SR
n=0 n=0 i=1

Nt N: T Na 2 N, 2
= At (04 pAtY " (A (ul (W) —uf (wh) | + Aazuﬁ’"wz)]
n=0 n=0 i=1 i=1

A Taide du lemme 18 on a,
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La solution du probléme [Pa]7 est obtenue en résolvant le Lagrangien. Soient pZ pour k =

e,l, f les variables de Lagrange. Elles sont égales sur le volume de controle C; x [t" x t"T1[ a

respectivement pf’", pé’", et p; ™ pour tous 4 allant de 1 & N, et pour tous n allant de 0 & N;.

La fonction Lagrangienne est définit au point S c’est a dire (UA,UZ,ulA,uﬁ,peA,plA,pﬁ) par

Nt Na o ug,n( - %)‘i‘ %u 1
S _ €;n en T a a t—
a(8) = Tawa) + 33 P | 4 1+ AtBs + Atmg

n=0 i=1
Nt Na Ln At Ln
I,n I,n+1 Uu; ( __)+Euzl
+ A —
;;pl ( : 1+ AtBL + Atml
Nt Na f At At fin
1 (1 B _) + RqWi1
PSSt (ut
n=0 i=1 L+ Atm/
La dérivee du Lagrangien par rapport a la densité uy" donne a I'optimum S' le systéme
At e,ng
e,np—1 e,no (1 Aa) At pzo—i-l .
i9g =1, N, ng = Ng, 1
pZo plo 1 +Atﬁfo _i_Atheo + — Aal +Atﬂe . —I—Atm ) 0 s 4Va, 0 ty

On suppose que le vecteur pl’ Nt 4 Vinstant Ny est égal a f;, pour tous allant de 1 & N,. La

fonction pQ ne dépend pas du controle va et on peut montrer que, sous la condition de CFL, ce
vecteur est uniformément borné (voir preuve lemme 10).

La dérivée du Lagrangien par rapport au controle v™° est

OLA p?no
= 2nAtv"°
(%nO(S) nAtv" + LT A+ Atme

ng = 0, N;. (12.13)

Son calcul nécessite de connaitre la fonction duale associée au stade oeuf sur la maille C; pour
chaque instant ng. Le calcul du gradient ne nécessite pas le calcul des autres dérivées. A I'opti-
mum, le systéme (12.13) admet une unique solution.

12.2.1 Reésultats numériques.

On résout le probléme discret [P;] avec la méthode de descente de Quasi-Newton (QN) décrite
au chapitre 6. L’age maximal est fixé & 10 et les pas de discrétisation a 0,1. Ces valeurs ont été
choisies de telles sorte que les calculs soient rapides. On initialise la population d’Eudémis avec
une cohorte de 100 femelles d’age 1 jour. Les taux d’éclosion, d’émergence et de ponte sont égaux
a des lois normales gaussiennes d’espérance 7.5, et d’écart type 0.35. Le nombre d’oeufs pondus
en moyenne par une femelle est de 12 oeufs.

Estimation du contréle v sur 1 et 2 générations d’Eudémis.

Pour une génération d’Eudémis, la solution obtenue par l'algorithme de minimisation pour le
probléme [Pr] est dessinée en vert sur le graphe (b) de la figure 12.1.
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(a) (b)

14001
10064

12001

8004
1006

600 800§

600
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4004

2004
200§
S
L e e e e e e ) AR —T T T
2 4 6 8 10 12 14 16 8 2 4

Temps (jours) Temps (jours)

T T T T T T
0 12 14 1 18

FiG. 12.1: (a) : Dynamiques temporelles des populations oeuf et larvaire (courbe verte).
La courbe noire est la dynamique des oeufs obtenue sans contréle des pontes alors que la
courbe bleue est obtenue avec le controle v estimé par QN. (b) : Nombre d’oeufs pondus
par 100 femelles, dont la fécondité est de 12 oeufs, et vivants en fonction du temps. La
courbe noire est obtenue sans controle des pontes alors que la courbe bleue est obtenue
avec le contréle v estimé par QN. La courbe verte est le contréle v estimé par ()N.

Le nombre de larves restantes avec ce controle v des pontes est de 91 chenilles c’est & dire que la
population larvaire a réduit de 87%. Pour obtenir cette baisse du nombre de larves, le produit est
appliqué continuellement dans le temps pendant la ponte des femelles. Le positionnement dans
le temps de ce contrdle débute juste aprés la naissance des premiers oeufs et se termine avant la
naissance des derniers oeufs. La quantité de produit utilisée diminue au cours du temps.

La courbe verte du graphe (b) de la figure 12.2 est la solution du probléme d’estimation [Pr]
pour 2 générations d’Eudémis. La fécondité des femelles a été fixée a 6 oeufs pour cet exemple.
La population larvaire des 2 générations a réduit de 84% avec ce controle des pontes. Pour cela,
le produit est appliqué pendant la ponte des femelles pour chaque génération avec une quantité
de produit utilisé plus importante en premiére génération qu’en deuxiéme.

Dans ces deux exemples, on a supposé que le produit utilisé au moment de la ponte des femelles
est a 100 % efficace dés son application. On étudie numériquement dans le prochain paragraphe
le controle des pontes a partir d’un produit qui perd en efficacité au cours du temps.

Estimation du contréle v avec temps d’efficacité du produit.

On ajoute une hypothése concernant la durée d’efficacité du contréle au cours du temps. Les
produits phytosanitaires sont actifs sur plusieurs semaines mais sous l'effet de perturbations
climatiques comme la pluie, ou le vent, efficacité de ces produits diminue au cours du temps.
On propose d’ajouter au probléme [Pr] une équation modélisant le temps d’efficacité du produit

/

v (t) = —ro(t) + w(t), (12.14)

ou 7 est le taux de dégradation du produit et w représente la quantité de produit a ajouter au
cours du temps pour réduire la population larvaire. Le probléme d’estimation consiste alors a
déterminer la quantité de produit w en fonction du temps.
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(a) (b)
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FiG. 12.2: (a) : Dynamiques temporelles des populations oeuf et larvaire (courbe verte).
La courbe noire est la dynamique des oeufs obtenue sans contréle des pontes alors que la
courbe bleue est obtenue avec le contrdle v estimé par QN. (b) : Ponte de 100 femelles
dont la fécondité est de 6 oeufs en fonction du temps. La courbe noire est obtenue sans
contréle des pontes alors que la courbe bleue est obtenue avec le contrdle v estimé par
@N. La courbe verte est le contréle v estimé par QN.

On fixe la constante r telle que le produit soit efficace pendant une génération d’Eudémis. La
solution au probléme d’optimisation est présentée en noir sur le graphe (b) de la figure 12.3. La
courbe bleue de ce graphe correspond au controle v des pontes pour cette solution et calculé
avec l’équation (12.14). En ajoutant continuellement du produit dés I’émergence des femelles et
jusqu’a la naissance des premier oeufs, la ponte des oeufs est totalement controlée.
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FiG. 12.8: (a) : Ponte de 100 femelles dont la fécondité est de 12 oeufs en fonction
du temps. La courbe noire est obtenue sans contréole des pontes. La courbe verte est
le controle v estimé par QN. (b) : Contrdle des pontes estimé par QN en fonction du
temps. La courbe noire est la quantité de produit utilisée alors que la courbe bleue est la
durée d’action du contréle v.
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Chapitre 13

Controéle des populations Eudémis a
partir des oeufs.

On s’intéresse dans ce chapitre au controle des populations d’Eudémis a partir de produits
phytosanitaires destinés a tuer directement les chenilles. Les larvicides et la toxine BT sont
préconisés pour étre appliqués au moment du stade "téte noire" du développement de 'oeuf.
Le stade "téte noir" est modélisé dans la premiére équation du systéme (11.1). Le probléme
d’estimation du controle v sur les populations larvaires a partir de ces produits est donné par

Minyex [77 fOT v2(t)dt + ,ufOT(fOLl ul(t,a)da)Zdt] ,

ot la densité de larves u! est donnée par

85;6 (tv a) + %L[L; (tv a) = _ﬁe(a)ue(t7 CL) - U(t)ue(tv a) - me(a)ue(t’ (1), a € [07 Le]
B (ta) + B (o) = =F(@u'(t,0) —mi(a)u!(ha), a€[0,L]
ou

(t,a) + a—“f(t,a) = —m/(a)u/(t,a), ac|0,L7]
uk(0,a) = uk(a), a€l0,L], k=el,f
u(t,0) = OLf B (a)u! (t,a)da,
u(t,0) = [ B(a)us(t, a)da,
(a)ul(t,a)da,

Dans ce probléme, le controle apparait dans 1’équation des oeufs. Le terme v(t)u®(t,a) est le
nombre d’oeufs d’age a tués par le produit a l'instant t. L’efficacité du produit est la méme

quelque soit 'age des oeufs.

Le domaine K est I’ensemble des solutions admissibles et est donné par

K = {g(t) € L=(0,T)),0 < g < g},

ou T est choisit grand. On note la fonction coit J(v).

Théoréme 21 Le probléeme [Pg| admet au moins un optimum.

Preuve :

La démonstration de ce théoréme est similaire a la preuve du théoréme (18).
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13.1 Reésolution du probléme de controle.

On résout le probléeme d’optimisation [Ps] en étudiant la fonction Lagrangienne. On formule
cette fonction en ajoutant les équations aux dérivées partielles et les conditions aux limites de
(12.1) dans la fonction cott via I'utilisation de multiplicateurs de Lagrange. Soient p et h les
variables de Lagrange. Le premier vecteur p est égal a (p, p', p/) et le second vecteur est égal a
(h¢, A, h'). On note S le vecteur (v,p, h), le Lagrangien s’écrit en ce point

e
L(S)=T)+ /0 ; [0 + Oqu’ + °(a)u® + m®(a)u’] p®(t, a)dadt

T L
/ E?tul + 9! + B (a)u! + ml(a)ul] pl(t, a)dadt
Lf
/ atu + Ogu’ +m()f} I(t,a)dadt

0
- Le

T
ul (t,0) — B¢(s)u(t, S)d8:| Rl (t)dt
T

/
o
n / w0 00— [ (s <t,s>ds] e (1)t
“

L 0

Ll
+/ uf (t,0) — B(s)ul(t, s)ds] h (t)dt
0 0

Le vecteur S* est un optimum de L si et seulement si le gradient de la fonction Lagrangienne
est nul & 'optimum.

La dérivée du Lagrangien par rapport aux variables p & 'optimum S* donne le probléme d’évo-
lution (12.1). La dérivée du Lagrangien par rapport aux variables A donnent les conditions de
renouvellement de chaque densité u*, pour k égal a e, [, f. Le probléme adjoint pour ce probléme

[P]s est

—0p° — Bap® + Bp° +mp° +v(t)p® = p!(t,0)6%(a), a € [0, L7,

—0ipl(t, a) — Bap(t,a) + ' (a)p'(t, a) + m'(a)p!(t, a) = B'(a)p! (t,0)
—2nul(t,a), a€[0,L,

—0ip! — dup? + mI (a)p! (t,a) = B (a)p°(t,0)da, a € 0,L],

p¢(T,a) =0, ae€l0,L],

p(T,a) =0, acl0,L,

p(T,a) =0, acl0,Lf],

pe(t, L) = p!(t, LY) = p/ (t, LT) = 0.

(13.1)

Sous les hypotheéses (H 13)- (H 14)- (H 15), ce systéme admet une unique solution. On le montre
en appliquant la théorie détaillée dans la preuve du théoréme 19 du chapitre précédent.

La solution au probléme [Plg est donnée par la relation

Le
20.(0) =~ [ ui(t,a)pi(ta)da
0
ou pS(t,a) est la solution du probléme adjoint (13.1) et est donnée par

.y = Lo P p*so> L (s g >t
P N fa 5(s)pL(t,0)e — [2(Be(T)+me (1) +u(r Vrds  a <t
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ou t est dans U'intervalle [0, 7. Cette fonction dépend du controle v et des deux autres variables
Lagrangiennes qui sont égales a

ft a)pl(s,0) — 2u fo (s,2)dz| e~ JE B O+mi(Tdrgs g > ¢,

l
p* t7a -
o) faL ﬁl< 0L (£,0) — 20 [ (¢, @)da| e IO O gy g < ¢,

f(t ) «l;f ﬁf p* § 0) ft ! (7) deS a>t,
b f ﬁf (s)pe(t,0)e Ja ml(T)drgs ¢ <t

pour tous ¢ dans l'intervalle [0, 7). La densité oeuf est obtenue en résolvant le probléme d’évolution
de [Pg] par la méthode des caractéristiques, soit

W (a— e SO SN,
e(t a) = 0 a(ge e ’
Wt — a,0)e B @M@ o <y

et t est donné dans [0, 7.

13.2 Etude numérique du probléme de controle.

Dans ce paragraphe, on cherche une solution numeérique au probléme de controle [Pg|. A
partir du maillage donné dans le chapitre précédent, on définit le probléme discret associé a [Pls.
On approche les équations hyperboliques par un schéma VF

, A A
ug,n—l—l _ uzen( - A_Z) + A_fluze nl
‘ 1+ AtB¢ + Atm§ + Atynt+1
(13.2)
I, At 1
e _ 00 80+ sty (133
’ 1+ AtpL+ Atml 7 '
(13.4)
f? A f7
fonl _ Wi "(1— &)+ Ftul
‘ 1+ Atmi

pour ¢ allant de 1 & Na et pour n allant de 0 & Nt — 1. Les conditions aux limites sont données
par

ug,n :ACLZNG ﬁf f,n
ud" = Aa SN geus” (13.5)
“g’ = Aa zz‘:1 fuin7

pour tous n allant de 0 a Nt.. La donnée initiale est approchée pour chaque stade par

1
uf’o = —— ulg(a)da, ,i=1,Na, k=el f (13.6)
Aa C;

La fonction coiit s’écrit sur ce maillage

Nt Ny
Min,, |Ja(va) = nAt Z(U")2 + uAtZ
n=0

N, 2
Aa Z ui"
i=1
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ou ué’n pour i = 1, N, et n > 0 est calculé par le schéma VF. On note uZ la fonction égale a ué’n

lorsque a € C; et t € [t", t"T1[ pour tous les ages i = 1, N, et n > 0. Le controle est un vecteur
de taille Ny + 1 que 'on note va. On cherche alors le vecteur va dans 'espace des solutions

Ka={v(t) =", te[t",t"", 0<v" <5, n=0,N}

qui est 'approximation de l'espace des fonctions K. La solution doit satisfaire le probléme de
minimisation suivant :

Ia(va) = Ming ek Ja(9a)
[P3]a
ot ub™ est donnée par (13.3)-(13.5)-(13.6)

A la différence du probléme précédent [Palr, le controle apparait dans les équations d’état du
stade oeuf. Malgré cette divergence, le résultat suivant reste vrai

Théoréme 22 Le probléme [Pals admet au moins une solution .

Preuve : La démonstration est développée dans la preuve du théoréme 20 du chapitre précédent
sur I'étude numérique du probléme de controle optimal des populations Eudémis & partir de
la ponte. Pour conclure on a besoin de montrer que la densité ulA est continue par rapport au
controle va. Ce résultat est donné par le lemme suivant

Lemme 19 I existe une constante C' positive telle que
_k, k, -
supllin” —ux"lin < Clloa —valls, n>0, k=el f

ot |||l est la norme discréte de Uespace 11([0, L]) et .||l est la norme discréte de l'espace

1°°([0,77).

Les fonctions ﬂ]Z et uZ sont les solutions aux équations d’état correspondantes au stade k avec
respectivement va et va choisies dans Ka.

Preuve du lemme : Soit € = |[va — VAl €t soit Ny arbitrairement fixé. On considére les
équations schéma (13.3) sous la forme

ue,n—i—l _ue n(l_ g) At en Atﬁe en+1 At e en+1 Atvn—’—luf’n—i_l,

‘ o Aa ' Aa Ag i
pour le stade oeuf mais aussi larve et femelle. On fait la différence en valeur absolue de @}’ ol
et ue ot puis on somme sur les mailles ¢ = 1, N,. En admettant que la CFL est satisfaite

en _ ~emn en
, = 45" —
( x> €[0,1]) et en notant u; w;” on a

Zr&e"+lw< ere"H—er

+ AL(BS + M + [[5allo) Z €5 4 AEM Nye
=1

ou

B = sup B, mS = sup |mjl,

1<i<Ng 1<i<Nq
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et M la borne supérieure uniforme de la densité oeuf sur toutes les mailles i et les instants n.
On additionne les deux premiers termes a droite de I'inégalité pour avoir

At -
el < llge [l + K166 + At + még + [1alloo) €7 1 + ALM Noe
Par définition,
6571 < AafllEh

ol ﬁgo = SUplgigNaWﬂ- On s’affranchit de I'indice k = e,l, f en posant £" = maz,E*™, mais
aussi

= s = min
on a alors

€™l < IE™ I+ AtBucllE™ 1 + At(Boo + oo + [alloc)IE™ 1 + MLe
soit

€711 (1 + AtBaso) + M Le
(1 — At(Boo + Moo + |72 ]l0c))

le"* I <

Par récurrence, et en précisant que £° = 0, on obtient le résultat voulu.

La solution de ce probléme [Ps]a est obtenue en résolvant le Lagrangien. Soient p’g pour k =
e,l, f les variables de Lagrange. Elles sont égales sur le volume de controle C; x [t" x t"T1[ a
respectivement pf’n, pi.’n, et p; ™ pour tous i = 1, N, et n =1, N; + 1. La fonction Lagrangienne

est définit au point S c’est & dire (UA,ueA,ulA,ui,peA,plA,pi) par

Nt Na . ug,n( __)+ 2 enl
A(S) = Ta(va) ~I—ZZP{ (u, T I A At +Atvn+1>

n=0 i=1
Nt Na Iin At
N R S~ Rl
+ ) uy _
;;pz ( K 1+ AtBL+ Atml
Nt Na fn At f7
u: (1 — )+
I
n=0i=1 L+ Atmi
La dérivée du Lagrangien par rapport a la densité uf(;no donne a l'optimum S' le systéme
At )
penoL _ Piy (1 — x2) At Pigt1 (13.7)
0 14+ At o 4 Atmg + Atynot! Aal+ Atge o AImS L+ Atyrot! '
pour g allant de 1 & N, et pour tous ng allant de N; & 1. On linitialise avec pe Nl = fi

pour i = 1, N,. La matrice {p;""} pour i = 1, N, et n > 0 intervient dans la calcul du controle
" via une méthode de descente. Celle-ci converge vers 'optimum & condition que la variable
Lagrangienne associée au stade vérifie la propriété suivante

Lemme 20 I existe une constante positive \ tel que
en+l ~e n+1
sup |p; | < Allva —9allce, m >0
1<i<Ng

ot va et va sont dans Ka.
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Preuve : On applique la preuve faite pour le lemme (7) du chapitre 5 avec o = va.

La dérivée par rapport au controle v™0 est

Ng e,np—1 At At emnpo—1
oL w1 = R+ Rawily
S) = 2nAty™0 At €,n0 7 Aa Aa ™t ’
gomo (%) = AW + ;p L (AL, + Atm, + Atomo)?

pour ng = 0, Ny. A Uoptimum S, le controle est donné par

Ng . ug,no—l( o %) + %ug,nlo—l
2nAto™ — At STt “ Ll
1 ;pl (1+ A5 + Atme + Atomo)?’

ou pf’n pour ¢ = 1, N, et n =1, Ny est calculé par la formule (13.7) alors que uf’n est égale a

e,n—1 At At en—1
en W (1= xe)+ Rauly

b 14 ABE + Atmé + Aton

IS

pour i = 1, N, et n = 0, N;. Ces expressions dépendent toutes les deux du contréle v™, n > 0.

13.3 Reésultats numériques.

On programme le calcul de la solution du probléme [FPs] selon la méthode décrite dans la
partie 6.
L’age maximal est fixé & 10 et les pas de discrétisation & 0.1. On initialise la population d’Eudémis
avec une cohorte de 100 femelles. Le taux d’éclosion, celui d’émergence et de ponte sont égaux
a des lois normales gaussiennes d’espérance 7.5, et d’écart type 0.35. Le nombre d’oeufs pondus
en moyenne par une femelle est de 12 oeufs.

Estimation du contréle sur 1 génération d’Eudémis.

Pour une génération d’Eudémis, la solution obtenue par l'algorithme de minimisation pour le
probléme [Pg] est dessinée sur le graphe (b) de la figure 13.1.
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1206 124
100(% 1.0
SOOE 0.84
GOOE 0.64
40(% 04
ZOOE 0.4
o 2 4 8 bl 1 o1 B S T N A SR S /N S
Temps (jours) Temps (jours)

FiG. 13.1: (a) : Dynamiques temporelles de la population oeuf. La courbe noire est la
dynamique des oeufs obtenue sans controle des oeufs alors que la courbe bleue est obtenue
avec le controle v estimé par QN. (b) : Controle v des oeufs estimé par QN en fonction
du temps.

Le nombre de larves diminue au cours du temps avec ce controle des oeufs jusqu’a atteindre la
valeur nulle. Le produit est appliqué continuellement pendant toute la période du développement
de la population oeuf, c’est & dire dés la naissance des premiers oeufs et jusqu'a I’éclosion des
derniers oeufs. La quantité de produit utilisée pour ce controle des oeufs est constante sur cette
période.

Estimation du contrdle v en modélisant le temps d’efficacité du produit.

On ajoute une hypothése concernant la durée d’efficacité du contréle au cours du temps. Les
produits phytosanitaires sont actifs sur plusieurs semaines mais sous l'effet de perturbations
climatiques comme la pluie, ou le vent, efficacité de ces produits diminue au cours du temps.
On propose d’ajouter au probléme [Pr] une équation modélisant le temps d’efficacité du produit

/

v (t) = —ro(t) +w(t), (13.8)

ou r est le taux de décroissance d’efficacité du produit et w représente la quantité de produit a
ajouter au cours du temps pour réduire la population larvaire. Le probléme de controle consiste
alors a déterminer la quantité de produit w en fonction du temps.
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On fixe la constante r telle que le produit soit efficace pendant une génération d’Eudémis. La
solution au probléme d’optimisation est présentée en noir sur le graphe (b) de la figure 13.2. La
courbe bleue de ce graphe correspond au controle v des oeufs pour cette solution et calculé avec
I’équation (13.8).

(a) (b)

120
100(%
so&:
eor%

2004 1

0

L T T T T T T T T T T T T T
12 14 16 18 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Temps (jours)

T T T T T
0 2 4 6 8 10

Temps (jours)

FiG. 18.2: (a) : Dynamiques temporelles de la population oeuf. La courbe noire est la
dynamique des oeufs obtenue sans controle des oeufs alors que la courbe bleue est obtenue
avec le controle v estimé par QN. (b) : Controle v des oeufs estimé par QN en fonction
du temps. La courbe noire est la quantité de produit utilisée alors que la courbe bleue est
la durée d’action du controle v.

En ajoutant continuellement une quantité de produit dés I’émergence des femelles et jusqu’a
I’éclosion des derniers oeufs, le nombre d’oeufs vivants diminue au cours du temps avec ce controle
v jusqu'a atteindre la valeur nulle. La quantité de produit utilisée augmente progressivement
jusqu’a la naissance des premiers oeufs puis décroit.



tel-00405686, version 1 - 20 Jul 2009

Chapitre 14

Controéle des populations Eudémis a
partir des accouplements.

Dans ce dernier paragraphe, on s’intéresse au controle des populations Eudémis avec la confu-
sion sexuelle. Cette méthode a pour but de baisser le taux de fécondité des femelles en perturbant
I’accouplement de celles-ci avec les males. Par conséquent, les femelles non accouplées ne pro-
duisent pas d’oeufs et la population totale en oeufs diminue. Le nombre d’oeufs pondus a chaque
instant par les femelles est modélisé par la troisiéme équation du systéme (11.2). Ce nombre
d’oeufs est modifié lorsque les papillons sont sous confusion sexuelle et est égal a

Lf
u(t,0) = / (87 (a) — v(t)u! (t,a)da, t>0
0
Ainsi le nombre total d’oeufs pondus par I'ensemble des femelles a l'instant ¢ est retranché par

une quantité qui est proportionnelle a la taille de la population femelle. Cette quantité varie en
fonction du temps.

14.1 Formulation et résolution du probléme de controéle.

Le probléme d’estimation du contrdle v des populations larvaires & partir de la confusion
sexuelle est

( Mingex {77 fOT v (t)dt + ufOT(fOLl ul(t,a)da)zdt] ,

ot u! est solution du systéme

85;? (t,a) + %(t,a) = —[%a)uc(t,a) — mc(a)u(t,a), a € [0,L°],
%it(t,a) + %ia(t, a) = —ﬂl(a)ul(t,a) — ml(a)ul(t,a), a € [O,Ll],
[Py = o (1, a) + 24 (t,a) = —mf (a)u! (t,a), a € [0,L7], (14.1)
w(t,0) = fy (87 (a) = v(®)u (¢, a)da,
ul(t,0) = [ B°(a)uc(t, a)da,
)

uF(0,a) = uk(a), a€0,L*], k=elf,
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ol n et p sont des constantes inférieures ou égales a 1. Le domaine K est I’ensemble des solutions
admissibles et est donné par

K ={g(t) € L7([0,T]),0 < g < g}.

On note la fonction cott J(v). D’un point de vue mathématique, ce probléme est trés proche de
[P;] donné au premier paragraphe. Les propriétés mathématiques sont les méme, a savoir

Théoréme 23 Le probleme [Py| admet au moins un optimum.

Preuve : La preuve de ce théoréme est identique a la preuve du théoréme (18).

On résout le probleme d’optimisation [Py] en étudiant la fonction Lagrangienne. On formule cette
fonction en ajoutant les équations aux dérivées partielles et les conditions aux limites de (14.1)
dans la fonction cott via l'utilisation de multiplicateurs de Lagrange. Soient p et h les variables
de Lagrange. Le premier vecteur p est égal a (p¢, p', p/) et le second vecteur est égal a (h¢, hl,
hf). On note S le vecteur (v,p,h), le Lagrangien s’écrit en ce point

T L
L(S) =T (v) + /0 ; [0pu® + Oqu® + [°(a)u® + m®(a)u] p°(t, a)dadt

T L
/ atul + 0yul + B (a)u! + ml(a)ul] pl(t, a)dadt
L
/ 8tuf+8uf+m( u f} I(t,a)dadt

W (1,0) - /O (6 (s) — v(t))u <t,s>ds] he (1) dt

T Le
ul(t,0) — B¢(s)u(t, S)d8:| Rl (t)dt
T

J
o
o
“

L 0

Ll
+ / ul (t,0) — [ B(s)ul(t, s)ds] h (t)dt
0 L

0

Le vecteur S* est un optimum de L si et seulement si le gradient de la fonction Lagrangienne
est nul & 'optimum.

La dérivée du Lagrangien par rapport aux variables p a 'optimum S* donne le probléme d’évo-
lution (14.1). La dérivée du Lagrangien par rapport aux variables h donnent les conditions de
renouvellement de chaque densité u¥, pour k égal a e,l, f. Le probleme adjoint s’obtient en
dérivant le Lagrangien au point S* par rapport aux densités u¢, ul et uf et s’écrit

—&p°(t,a) — Lp°(t,a) + §°(a)p®(t,a) + m®(a)p(t,a) = p'(t,0)3°(a) a € [0,L7],
—0ipl(t, a) — Qap'(t, @) + B'(a)p! (¢, a) + m! (a)p'(t, ) B (a)p! (t,0)
-2/ fo (t,a)da a € [0,L},
—0ip! = Bap” +mI (a)p! (t,a) = (B (a) — v(t))p°(t,0) a € [0, L],
p*(T,a) =0 a€]0,L°],
P (T,a) =0 ac|0,L,
p/(T,a)=0 a€l0, L]
pe(t,Le) = p'(t, L) = p/(t, LT) = 0.

(14.2)

Chaque équation admet une solution explicite. A cause du terme placé a droite de I'égalité dans
les trois équations, ces solutions sont dépendantes les unes des autres.
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Théoréme 24 Sous les hypotheses (H 13)- (H 14)- (H 15), et fo Ht,a)da > 0, le systeme
(14.2) admet une unique solution (p¢,p', p/)ot chaque fonction p* est dans l'espace L*([0,T) x
[0, L*]) pour k égal a e,l, f.

Preuve : On applique la démonstration faite pour le théoréme (19).

L’optimum de la fonction coiit est donnée par la relation
Lf
20.(t) = ~p5(0.0) [ ul(t,)da
0

ot p(t,0) dépend des fonctions p(t,0) et p!f(t,O). Ces fonctions sont obtenues en résolvant le
systéme (12.5) par la méthode des caractéristiques et sont données par

pi(t,a) = {ft B( )P ) R GG (L L PR

f ﬁe 3 )e_ fa (Be(T)+me(r ))deS a< t
it a) ft B(a p* 5,0) —2pu fOLl Jx)dx| e JE B Om (drgs g > ¢,
pi(t,a) =
SE T8 sl (8,0) — 20 [F ad(t, 2)da | e L@ @ mieNar g g < ¢,

! (7)dr
pl(t.a) = {ft (54 (a) = v(s))pf 5, 0)e I s, >,
*\Y L dr
Ja (B () = w(@)ps(t, 0)e e ¥ s, a <,
pour tous t dans l'intervalle [0,7]. Ces fonctions ne dépendent pas du controle v. La densité
femelles est obtenue en résolvant le probléme d’évolution de [Py par la méthode des caractéris-
tiques, soit

uf(t a) = U(J;(a - t)e_ faaft mf(s)ds’ i>a
M0 =\l a0 o, oz

et t est donné dans [0, 7.

14.2 Reésultats numériques.

On résout ce probléme numériquement en utilisant une méthode de descente, en particulier
celle de Quasi-Newton. La méthode est décrite dans le chapitre 6 de cette thése.
L’age maximal est fixé & 10 et les pas de discrétisation a 0, 1. On initialise la population d’Eudémis
avec une cohorte de 100 femelles d’age 1 jour. Le taux d’éclosion et de ponte sont égaux a des
lois normales gaussiennes d’espérance 3,5, et d’écart type 0,35. Alors que le taux d’émergence
est égal & une loi normale de méme écart type mais d’espérance 7,5. Le nombre d’oeufs pondus
en moyenne par une femelle est de 12 oeufs.
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Estimation du contrdle v sur 1 génération d’Eudémis.

Pour une génération d’Eudémis, la solution obtenue par I’algorithme de minimisation pour le pro-
bleéme [Py] est dessinée en vert sur le graphe (b) de la figure 14.1. Ce controle des accouplements
v est optimal car les femelles ont pondus aucun oeuf. Le produit est appliqué continuellement
dans le temps pendant la ponte des femelles.

(a) (b)

L B B S S B S B L e e
0 2 4 6 8 10 12 u 16 0 1

controle ponte sans taitement
avec raltement
control

FiG. 14.1: (a) : Contréle v des accouplements estimé par QN en fonction du temps. (b) :
Nombre d’oeufs pondus par 100 femelles, dont la fécondité est de 12 oeufs, et vivants
en fonction du temps. La courbe noire est obtenue sans contréle des accouplements. La
courbe verte est le contréle v estimé par ()N. Le nombre d’oeufs vivants est nul avec ce
controle.

Estimation du contréle v en modélisant le temps d’efficacité du produit.

On ajoute une hypothése concernant la durée d’efficacité du contréle au cours du temps. Les
produits phytosanitaires sont actifs sur plusieurs semaines mais sous l'effet de perturbations
climatiques comme la pluie, ou le vent, efficacité de ces produits diminue au cours du temps.
On propose d’ajouter au probléme [Pr] une équation modélisant le temps d’efficacité du produit

/

v (t) = —ro(t) + w(t), (14.3)

ou 7 est le taux de décroissance d’efficacité du produit et w représente la quantité de produit a
ajouter au cours du temps pour réduire la population larvaire. Le probléme de controle consiste
alors a déterminer la quantité de produit w en fonction du temps.
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On fixe la constante r telle que le produit soit efficace pendant une génération d’Eudémis. La
solution au probléme d’optimisation est présentée en noir sur le graphe (b) de la figure 14.2. La
courbe bleue de ce graphe correspond au controle v des accouplements pour cette solution et
calculé avec ’équation (14.3).

(a) (b)
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300064
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5
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10 15 2 25 30 35 40 5 10 15 20 25 30 35 40
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Fia. 14.2: (a) : Contréle v des accouplements estimé par QN en fonction du temps.
La courbe noire est la quantité de produit utilisée alors que la courbe bleue est la durée
d’action du contréle v. (b) : Nombre d’oeufs pondus par 100 femelles, dont la fécondité
est de 6 oeufs, et vivants en fonction du temps. La courbe noire est obtenue sans controle
des accouplements. La courbe verte est le controle v estimé par QN. Le nombre d’oeufs
vivants est nul avec ce controle.

Ce contréle est obtenu en ajoutant du produit deés 'émergence des femelles et jusqu’a la fin
du développement de la premiére génération d’Eudémis. Avec cette application du produit, les
femelles ne pondent pas d’oeufs pendant 3 générations de l'insecte.
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Contréle des populations Eudémis a partir des accouplements.
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Chapitre 15

Conclusions et Perspectives
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15.1 Conclusions.

Nous avons développé un modéle mathématique pour ’étude et la compréhension de la dy-
namique de la population d’un ravageur de la vigne, I'Eudémis (L. botrana). C’est un systéme
d’équations aux dérivées partielles qui décrit les variations numériques au cours du temps de la
population en fonction de quatre stades de développement qui sont 'oeuf, la larve, la chrysa-
lide et le papillon et du sexe des individus. Ces équations qui s’apparentent au modéle de Von
Forster-McKendrick (1959) sont généralement utilisées pour décrire la population d’insectes en
fonction de 1’age des individus. La structuration en stade de développement est modélisée habi-
tuellement par les biologistes avec des équations différentielles, négligeant ainsi la structuration
en age nécessaire pour modéliser la croissance de l'insecte, en particulier dans les stades juvéniles.
Par exemple, le modéle ACTA (Baumgartner et al., 1988) modélise un processus moyen de crois-
sance identique a tous les individus d’une population Eudémis avec des équations différentielles
de type TDD (Manetsch, 1976).

A partir de cette structuration de la population en ages et en stades, le modeéle prend en compte les
différentes vitesses de développement observées dans une cohorte d’oeufs ou de chenilles (chapitre
1) mais aussi les différents comportements de ponte (chapitre 11). L’ajout de caractéristiques
éthologiques ou biologiques de cohortes d’Eudémis nous a permis d’étudier les conséquences des
variations climatiques et environnementales sur les générations suivantes. En particulier, on a
montré qu’en fonction du comportement de ponte, la taille de la population pouvait fluctuer
dans le temps et la durée de la dynamique de vol des générations suivantes pouvait s’allonger de
quelques jours ou rester inchangée.

Notre modele fonctionne en boucle fermé, c’est a dire que la solution obtenue pour un stade de
développement dépend de la solution des autres équations du systéme. Ce modeéle peut alors
simuler plusieurs générations d’Eudémis au cours d’'une méme année mais aussi sur plusieurs
années consécutives contrairement aux modeles EVA et ACTA. A partir d’'une théorie basée sur
les points fixes, on a montré 'existence unique d’une solution globale pour ce modeéle qui peut
étre approchée numériquement par une méthode d’approximation de type Volumes finis.

Comme les précédents modéles Eudémis, la température est un des facteurs biologiques impli-
qué dans le calcul de la vitesse de développement de l'insecte. La vitesse de développement
n’est pas corrélée a la somme thermique quotidienne comme le modele EVA, c’est a dire a la
moyenne des températures maximale et minimale, mais est exprimée en fonction de la tempé-
rature moyenne journaliére comme les modéles ACTA et Briére. Ainsi, le modeéle prédit pour
une somme thermique donnée un nombre d’insectes variable avec la température effective de la
journée (cf. chapitre 10). La vitesse de développement dépend aussi dans ce modéle de I'alimen-
tation de la chenille, précisément de la nature du cépage. Ce facteur négligé dans les précédents
modeéles Eudémis permet d’obtenir une dynamique de cette population propre & une région viti-
cole. Par exemple, pour des conditions climatiques identiques, le modéle prédit une dynamique
d’émergence d’une population d’Eudémis alimentée en riesling, cépage cultivé en Alsace ou en
Allemagne, en retard par rapport a une population d’insectes nourris en merlot qui est un cépage
utilisé dans la production de vin Bordelais. Un exemple de ces simulations est présenté sur la
figure (15.1) ou les dynamiques d’émergence sont calculées pour une population alimentée en
pinot noir d’une part et d’'une alimentée en chardonnay d’autre part.

Le deuxiéme point fort de notre travil est I'estimation des parameétres du modéle & partir des
données expérimentales. La méthode utilisée est celle décrite dans le livre d’Anita [6] ou encore
dans l'article de Rundell (1993) et consiste & minimiser une fonction de moindres carrés. Tous les
paramétres du modele ont été déterminés pour des conditions climatiques et environnementales
spécifiques. Ces paramétres sont des fonctions exprimées par rapport a 'dge des individus et
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Fi1G. 15.1: Exemples de simulations du modéle Lobesia botrana. Gauche : Dynamiques de
vol d’une cohorte Eudémis soumise aux méme conditions climatiques mais une alimen-
tation différente : pinot noiwr pour la courbe noire et chardonnay pour la courbe verte.
Droite : prédiction supplémentaire des dynamiques de vol de la deuxieme génération.

sont utilisés dans le modéle pour décrire la dynamique d’éclosion, la dynamique d’émergence,
la dynamique de ponte ou la mortalité dans chacune des sous populations (oeuf, larvaire, pa-
pillon). L’originalité de ce travail est que les fonctions ont pu étre estimées a partir de données
expérimentales mesurant un nombre d’individus par unité de temps. Par exemple, les données
obtenues en condition de laboratoire sur la dynamique d’éclosion ont permis de déterminer les
parameétres de 'équation décrivant la dynamique des oeufs en absence de mortalité. Ces mémes
données complétées des mesures faites sur la dynamique d’émergence ont servi a déterminer les
parameétres de I’équation associée aux stades larvaire et chrysalide. Enfin, la fonction de natalité
a quant a elle été identifiée & partir des mesures faites sur la dynamique de ponte. Généralement,
les mesures expérimentales utilisées pour 'estimation des paramétres d’'un modéle mathéma-
tique, comme par exemple celui de Von Forster-McKendrick, sont des distributions en age de la
population & un instant donné. L’obtention de ces derniéres est difficile sur certaines populations
comme par exemple sur les oeufs ou sur les papillons. Des données expérimentales mesurant un
nombre d’individus par unité de temps sont beaucoup plus faciles a obtenir techniquement et
sont donc moins entachées d’erreurs. Seule la distribution en dge de la population larvaire peut
étre facilement mesurée et on a montré que cette donnée était insuffisante pour estimer tous les
parameétres du modéle mais suffisante pour caractériser les fonctions de 1’équation associée au
stade larvaire. Cependant, on a aussi montré que les taux de mortalité des populations d’oeufs,
larvaires et papillons sont facilement déterminés avec les données mesurant 1’age de ces popula-
tions a un instant précis.

Finalement, le modéle déterministe développé dans cette thése a I’avantage d’étre aussi généraliste
car les paramétres biologiques considérés (la température, la ressource alimentaire, la variabilité
inter cohorte) sont mesurables expérimentalement et communs a d’autres insectes polyvoltins.
Ce modéle décrit le développement d’une cohorte ou de plusieurs cohortes d’Eudémis observé
en conditions de laboratoire permettant ainsi de mieux comprendre I’évolution dans le temps de
cette population en conditions naturelles. La figure (15.2) présente des simulations du modéle qui
ont été établies avec des données de captures aux piéges sexuels obtenues sur le chateau Yquem
en 2004. Les premiéres captures sont utilisées pour ajuster le modéle, les captures suivantes sont
prédites et comparées aux simulations. La courbe verte simule la dynamique d’émergence des
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males de la deuxiéme génération alors que la courbe bleue est associée a la troisiéme génération
d’Fudémis. Sur le graphe de gauche, les simulations sont obtenues en absence de mortalité et en
imposant une fécondité de 10 oeufs en moyenne pour les femelles de la premiére génération et de
20 oeufs pour les femelles de la seconde génération. Les fécondités sont faibles pour permettre la
superposition des courbes sur un méme graphique et augmentent au cours de la saison (chapitre
1). Le modéle prédit le début de la dynamique de vol de la troisiéme génération beaucoup plus
tot que celle mesurée avec les piéges sexuels. En supposant que les piéges placés dans les parcelles
de vignes sont fiables, on tente d’expliquer 'origine de cette absence d’Eudémis pendant le mois
d’aotit. Le graphe de droite présente les simulations de le dynamique d’émergence des males sur
3 générations en modélisant une mortalité sur les oeufs de la troisiéme génération c’est a dire
a partir de la mi-juin & la mi-juillet. Avec cette nouvelle hypothése, le modéle prédit une durée
des dynamiques d’émergence similaire aux données de captures, 'amplitude des courbes pouvant
étre rectifiée en augmentant le taux de mortalité.
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FiG. 15.2: Simulations du modéle Lobesia botrana de la dynamique d’émergence des
mdles. La courbe noire correspond aux données de captures auzx piéges sexuels obtenues
en 2004 au chdteau Yquem (données non publiées de D. Thiéry). Les courbes verte et
bleue sont respectivement les dynamiques de wvol de la deuxiéme et troisiéme généra-
tion prédites par le modéle. Gauche : en absence de mortalité. Droite : avec une forte
mortalité sur les oeufs de la troisiéme génération de mi-juin a mi-juillet.

15.2 Perspectives.

L’étude de la dynamique de la population d’Eudémis est réalisée dans le seul but de pouvoir
controler cette population. La lutte contre cette population est menée depuis une dizaine d’an-
nées en France de maniére raisonnée aux moyens d’insecticides ou de produits dérivant de la
biotechnologie. La lutte raisonnée consiste a optimiser le nombre de traitements pendant la sai-
son viticole mais aussi la qualité et la quantité de produits utilisés. Dans la partie 4 de cette
these, la question du controle de cette population de ravageurs aux moyens d’insecticides, ou
de la confusion sexuelle a été abordée. Cependant des hypothéses liées aux problémes financiers
(cout des produits, cout du matériel), ou encore aux problémes techniques (date de traitement,
mateériel utilisé) sont & ajouter pour rendre le modéle mathématique plus réaliste. Des mesures
expérimentales sur 'efficacité des produits comme celles obtenues par Charmillot et al. (2006)
sur certains larvicides et ovicides sont indispensables dans cette modélisation. Mais d’autres me-
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sures sont a réaliser pour obtenir une relation entre la quantité de produits utilisés et le nombre
d’insectes tués en fonction de conditions environnementales variables.

Une modélisation spatiale en fonction des caractéristiques de la parcelle comme par exemple
lexposition, la taille, ou I’age mais aussi des caractéristiques liées au sol (humidité, composition)
permettrait d’identifier, a I’échelle de la parcelle ou de la région, des zones envahies d’Eudémis.
La compacité de la grappe, 'exposition des grappes a la lumiére (Zahavi et al., 2003) influencent
le comportement de ponte de la femelle. On peut donc penser que des parcelles peu exposées au
vent et composées de ceps vigoureux a peut étre plus de chance d’étre colonisées que des parcelles
ventées avec un sol appauvri. La localisation précise des populations de ce ravageur faciliterait
la gestion de celle-ci et réduirait 'utilisation de produits chimiques. La thése de Tran (2004)
qui modélise la dynamique d’une population d’insectes a partir de données environnementales
extraites d’images de télédétection présente des outils et des méthodes intéressantes pour cette
modélisation spatiale. Des équations aux dérivées partielles comme celles utilisées dans cette
these sont adaptées en ajoutant une structuration spatiale. Des données mesurant la densité
d’Fudémis au cours du temps sur plusieurs parcelles d’une région viticole sont nécessaires dans
I’ajustement de ce modéle mathématique. Ces données peuvent correspondre aux nombres de
captures aux piéges sexuelles et/ou alimentaires. Le déplacement des papillons en fonction des
caractéristiques de la parcelle peut aussi étre modélisé, mais cette fois ci on s’orientera vers des
équations aux dérivées partielles de type parabolique par exemple (thése de Briére, 1998).

A partir de la modélisation mathématique, des stratégies de lutte contre I'Eudémis peuvent
étre élaborées en tenant compte de la dynamique de la population du ravageur, des conditions
environnementales et des différentes méthodes de lutte disponibles. En sorti du modéle, des
dynamiques de l'insecte seront calculées en fonction du traitement optimal et sans traitement
afin d’en évaluer son efficacité. Une interface graphique, comme celle proposée par ACTA, peut
étre imaginée dans laquelle le viticulteur définit ses propres méthodes de luttes, ses moyens
techniques et ses conditions météorologiques.

Le modele développé dans cette thése peut étre un outil d’aide a la recherche pour de nouvelles
méthodes de lutte comme par exemple la lutte biologique (N.Maher, 2002). La lutte biologique
consiste a réduire le nombre d’Eudémis en introduisant un ennemi naturel de celui-ci comme
par exemple des trichogrammes. Cette méthode a été trés peu étudiée jusqu’a maintenant sur
Eudémis, mais pourtant des études révelent une efficacité de cette méthode avec des taux de
parasitisme de 20 & 80 % sur les oeufs d’Eudémis (Remund, 1990 ; Barnay, 1999), ou de 20 a 53%
sur les larves (Xuéreb et al., 2006). Le modeéle mathématique développé au chapitre 13 peut étre
appliqué pour un controle des oeufs ou des larves a partir de parasitoides. Cependant le controle
doit dépendre du nombre de prédateurs présents a chaque instant. Des équations aux dérivées
partielles comme celles du modeéle Lobesia botrana sont adaptées pour décrire la dynamique de
la population du parasitoide. Les données liées aux traits de vie sont & exploiter pour estimer les
parameétres de ce modéle.

De nombreux problémes inverses restent encore non résolus. A commencer par ’estimation de la
fonction de passage entre le stade chrysalide et le stade papillon du modéle pluriannuel. Cette
fonction permet de décrire la dynamique d’émergence des papillons sortant de la diapause. Les
données de captures aux piéges sexuels ou alimentaires obtenues sur deux années consécutives
sont nécessaires pour déterminer ce paramétre. Le probleme d’estimation a une formulation
équivalente au probléme étudié au chapitre 7, précisément au deuxiéme sous probléme ou la
condition aux limites du stade larvaire correspond aux derniéres captures avant la diapause et
les captures du printemps sont modélisées par la condition aux limites du stade papillon.

Les parameétres du modéle mathématique ont été estimés en fonction de ’age des individus et
pour des conditions climatiques spécifiques constantes au cours du temps. Une expression ma-
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thématique continue en age et en température de chaque parameétre est envisageable & condition
d’avoir des mesures sur la dynamique d’éclosion, d’émergence et de ponte de cohortes Eudémis
sous d’autres conditions expérimentales. Par exemple, nos mesures sur la durée de développement
au stade larvaire présentées au chapitre 10 permettent d’estimer la fonction décrivant la dyna-
mique d’émergence pour des conditions thermiques fluctuantes. Des expériences similaires avec
des écarts thermiques plus faibles et des températures plus chaudes la nuit que le jour permet-
traient de couvrir un ensemble de conditions thermiques. L’intérét de cette modélisation est de
pouvoir simuler la dynamique temporelle d’émergence dans des conditions thermiques variables.
Pour certains problémes d’estimation traités dans cette thése, la question de I'unicité n’a pas été
élucidée. Ces problémes se raménent a ’étude des conditions de régularité de la solution satis-
faisant ’équation de Fredholm non linéaire. Ceux sont des problémes rencontrés dans d’autres
domaines des mathématiques appliquées et qui restent sans solutions aujourd’hui.
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Résumé

L’objectif de ce travail de thése est de développer un modéle mathématique pour ’étude et la compréhen-
sion de la dynamique des populations d’un insecte ravageur, ’Eudémis de la vigne (Lobesia botrana Den.
& Schiff.), dans son écosystéme. Le modeéle proposé est un systéme d’équations aux dérivées partielles
(EDP) de type hyperbolique qui décrit les variations numeériques au cours du temps de la population
en fonction des stades de développement, du sexe des individus et des conditions environnementales. La
ressource alimentaire, la température, I'humidité et la prédation sont les principaux facteurs environne-
mentaux du modéle expliquant les fluctuations du nombre d’individus au cours du temps. Les différences
de développement qui existent dans une cohorte d’Eudémis sont aussi modélisées pour affiner les prédic-
tions du modéle. A partir de données expérimentales obtenues par les entomologistes de 'INRA, situé
a Bordeaux, les paramétres du modeéle sont estimés. Ce modéle ainsi ajusté nous permet alors d’étu-
dier quelques aspects biologiques et écologiques de 'insecte comme par exemple 'impact de scénarios
climatiques sur la ponte des femelles ou sur la dynamique d’attaque de la vigne par les jeunes larves.
Les analyses mathématique et numérique du modéle mathématique et des problémes d’estimation des
paramétres sont développées dans cette thése.

Mots-clés

Dynamique des populations, population structurée en age et en stade, EDPs, modéle hyperbolique, esti-
mation des paramétres, méthode de Quasi-Newton, optimisation, controle optimal.

Title

Modeling and parameter estimation related to the reproductive success of the European
grapevine moth (Lobesia botrana DEN. & SCHIFF.).

Abstract

The objective of this thesis is to develop a mathematical model to study population dynamics of the
European grapevine moth (Lobesia botrana Den. & Schiff.) in its ecosystem. The proposed model is a
system of hyperbolic equations that describe numerical variations in time of the population with respect
to developmental stage, the gender and the environmental conditions. Food, temperature, humidity and
predation are the main environmental factors that the model uses to explain population fluctuations in
time. Growth differences within an insect cohort were also modeled in order to enhance accuracy of model
simulations. Experimental data obtained by entomologists from INRA (National Research Institut of
Agronomy) were used to estimate the parameters of the model. With this ajusted model, we studied some
biological and ecological aspects of this pest as for example the impact of different climate scenarios on
the egg laying or on larvae dynamics, the main actors in the depredation of grape Vine. The mathematical
and the numerical analysis of this mathematical model are presented in this thesis and the parameter
estimation problems are discussed.
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